Sistemas de Vectores

Introducción.

Se estudiará a continuación las propiedades de los sistemas formados por vectores. Las conclusiones que se obtengan sobre las propiedades de los sistemas de vectores serán aplicables a los sistemas dinámicos de fuerzas y momentos y a los sitemas cinemáticos de rotaciones y translaciones.

Momento de un vector deslizable respecto de un punto cualquiera.

Sea u un vector deslizable sobre una recta a, cuya dirección está definida por un versor e, y sea P un punto cualquiera en el espacio.

Se denomina "momento del vector u respecto del punto P al vector MP definido por el producto vectorial

MP = (A-P) x u

donde A es un punto cualquiera de la recta a.
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Es decir, para tomar momento de un vector u respecto de un punto cualquiera P, nos posicionamos en el punto respecto del cualqueremos tomar momentos, referenciamos respecto del mismo a un punto cualquiera de la recta de acción del vector y calculamos el producto vectorial del vector posición por el vector dado. Esta notació se utiliza en las relaciones entre fuerzas y momentos.

Como el producto vectorial no es conmutativo, también puede definirse el momento del vector u respecto del punto P de la siguiente manera:

MP = u x (P-A)

lo que equivale a posicionar el punto respecto del cual se quiere tomar momentos desde un punto cualquiera de la recta de acción del vector u. Esta notación se utiliza en las relaciones entre rotaciones y translaciones. 

El vector MP es perpendicular al plano formado por el vector u y el punto P.

Su módulo vale:
(MP( = ((A-P)(.(u(.sen (
donde ( es el ángulo comprendido entre ambos vectores. Puede observarse que  ((A-P)(.sen ( es la distancia d del punto P a la recta a. Por lo tanto, el módulo del momento es igual al módulo del vector deslizable por la distancia del punto a la recta de acción.

La magnitud del momento depende de la distancia del punto a la recta de acción. Por lo tanto, el momento es un vector asociado al punto P. En cambio, es independiente de la posición del punto A sobre la recta a, la demostración de lo cual queda para el lector.

Significado físico del momento.
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El significado físico del momento de un vector depende de la magnitud física que se esté describiendo. Se tratará de ilustrar con un ejemplo sencillo el efecto del momento de una fuerza. Los casos cinemáticos de rotaciones y translaciones se verán al estudiar cinemática del cuerpo rígido.
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Supongamos que debemos sostener con la mano una barra homogénea de peso P y longitud l. Si tomamos la barra por su punto medio, que es por donde pasa la recta de acción del peso, el esfuerzo que tendremos que hacer es sólo el de proveer una fuerza vertical hacia arriba, que equilibre a P. (Fig. 12 a)

[image: image32.bmp]Si ahora tomamos a la barra por uno de sus extremos, además de balancear a P, también deberemos evitar que la barra se incline por efecto del peso P con respecto a nuestra mano.  (Fig. 12 b) 

Ese efecto es el que genera el momento de P, que en este caso vale P.l/2. Para mantener el equilibrio, nuestra mano deberá ejercer también un momento en sentido contrario al que ejerce P, en este caso mediante un par de fuerzas. 

Teorema de Varignon
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El teorema de Varignon establece que el momento de la resultante de un sistema de vectores concurrentes a un punto respecto de cualquier otro punto del espacio, es igual a la suma de los momentos de cada uno de los vectores del sistema respecto de dicho punto.
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Sea un conjunto de n vectores u1; u2; ... ui;... un  que concurren a un punto del espacio O. Su resultante R es:
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El momento de cada uno de los vectores ui respecto de un punto cualquiera O1 del espacio vale 
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 y la suma de todos estos momentos valdrá:
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De los términos de la sumatoria puede sacarse factor común el vector (O -O1) y teniendo en cuenta la expresión de R, resulta:
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Momento de un vector deslizable respecto de un eje

El momento de un vector deslizable respecto de un eje es igual a la proyección sobre dicho eje del momento del vector respecto de un punto cualquiera del eje.
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En el caso de la figura 14, el eje definido por el versor n pasa por el punto P. El momento del vector u respecto del eje n es la proyección Mn del vector momento MP.

(Mn( = n
[image: image5.wmf]·
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Par de vectores

Sean dos vectores deslizantes u y  -u pasantes por los puntos A y B respectivamente. Este sistema es denominado "Par de vectores" o cupla.

Se demostrará que el momento de un par respecto de cualquier punto del espacio es siempre el mismo e igual a  M = (A-B) x u

Sea P un punto cualquiera del espacio. El momento de u  respecto de P vale (A-P) x u. El momento de - u respecto de P vale (B-P) x (–u) = 

= (P-B) x u.    (Fig.15)

La suma de ambos efectos es el momento M del par respecto de P:

M = (A-P) x u + (P-B) x u = [(A-P) + (P-B)] x u

Pero   [(A-P) + (P-B)]  = (A-B)   
(Fig. 16)

Por lo tanto, 

M =  (A-B) x u
Esta expresión en independiente del punto P. Por lo tanto, es válida respecto de cualquier punto del espacio y por lo tanto, el vector M que representa a la cupla es un vector libre.

Siendo (M( = ((A-B)(.(u(.sen (  

y   (A-B)(.sen (  = d ;  resulta:

(M( = (u(.d      (Fig.17)

Es decir, el módulo de una cupla es igual al módulo de uno de sus vectores por la distancia que los separa.

El vector M es normal al plano formado por el par de vectores (u ; - u). 

Traslado de un vector deslizante paralelamente a si mismo
Sea un vector u deslizante sobre una recta a, pasante por el punto A (fig. 18). Si se aplican en el punto B un vector equipolente a u y su opuesto - u, se ha agregado un sistema nulo, que no produce efectos en su entorno (fig. 19).

Pero ahora puede considerarse a este nuevo conjunto de vectores como la cupla de valor

 M = (A-B) x u y el vector u pasante por el punto B.

Es decir que se puede trasladar un vector paralelamente a sí mismo sin modificar los efectos que produce, si se incorpora una cupla de módulo igual al producto del vector por la distancia en que fue trasladado.

Demostraremos que el momento del vector u pasante por el punto A es igual al de su equipolente pasante por otro punto B de una recta de acción distinta, más la cupla (A-B) x u.

Sea O' un punto arbitrario en el espacio (Fig. 18). El momento de u respecto de O' es:

MuA]O' = (A-O') x u   

El momento del sistema formado por u pasante por B más la cupla vale:

MuB]O' = (B-O') x u + (A-B) x u = [(B-O') + (A-B)] = (A-O') x u = MuA]O'

Por lo tanto:

MuB]O' = MuA]O'

Sistemas equivalentes

Dos sistemas son equivalentes si producen efectos iguales, es decir, si tienen igual resultante e igual momento respecto de cualquier punto del espacio. 

El caso recién visto de un sistema formado por un vector deslizante sobre una recta de acción y otro consistente en un vector equipolente al anterior, trasladado a otra recta paralela, más la cupla introducida en el traslado, forman ambos dos sistemas equivalentes: tienen la misma resultante y el mismo momento respecto de cualquier punto del espacio.

Sistema equivalente de un sistema de vectores deslizables dado.

Sea 
un sistema de n vectores Fi actuantes en rectas ai siendo Ai puntos de las mismas. Se desea obtener un sistema equivalente, constituido por un único vector deslizable resultante actuante en un punto arbitrario O, denominado “centro de reducción” y un único momento resultante. (Los vectores de la figura 20 deben interpretarse como vectores en el espacio)

Para ello se procede a trasladar cada uno de los vectores Fi al centro de reducción O.

Por cada translado se obtiene un sistema equivalente constituido por el vector Fi actuante en O y el momento Mi = (Ai-O) x Fi

El conjunto de vectores Fi es ahora un sistema de vectores concurrentes y puede ser reemplazado por su resultante R pasante por O:
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Por otra parte, la composición (suma) de los pares Mi introducidos al trasladar los Fi​ proporciona un par resultante Mo:
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Por lo  tanto se ha obtenido un sistema equivalente al dado, constituido por un vector R pasante por O y un momento resultante MO .

En 
general, el vector momento MO no coincide en dirección con R. Si bien es un vector libre (suma de pares de vectores) y puede ubicárselo en cualquier parte del espacio, por estar asociado al punto O se lo dibuja aplicado al mismo.

Supóngase el sistema de vectores Fi del ejemplo y el resultante R y el momento MO al emplear el punto O como centro de reducción.

Si ahora se elige como centro de reducción otro punto O1, el momento respecto del mismo vale:
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Pero   
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   Luego:
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Resultando:
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Esta expresión indica que, conocidos R y MO respecto de O, el momento respecto de un nuevo centro de reducción O1 se obtiene sumando al momento dado el momento de la resultante aplicado en O respecto de O1. 

Invariante Vectorial e Invariante Escalar

Dado un sistema de vectores deslizables, la resultante del mismo es única. Para demostrar esta afirmación, supóngase que S y T sean dos centros de reducción de un sistema de fuerzas y que la resultante R en S es distinta a la resultante R’ en T. El momento respecto de otro punto P es 
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Pero como  (S-P) = (T-P) + (S-T) , reemplazando
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Siendo a su vez 
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 resulta finalmente:
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Con lo que se concluye que R = R’.

Ese vector resultante se denomina Invariante Vectorial

En cambio, el momento resultante depende del punto de reducción elegido.

Si se multiplica    
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   escalarmente por R se obtiene:
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El último sumando es nulo, pues el vector 
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 es perpendicular a R. Por lo tanto
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Como O1 es arbitrario, la conclusión es que el producto escalar del momento por la resultante es constante, cualquiera sea el centro de reducción. A esta constante se la denomina Invariante Escalar.
Eje Central
Supóngase un sistema equivalente a otro dado, consistente en una resultante R pasante por el centro de reducción O de coordenadas (x; y; z) y un momento MO, de direcciones no coincidentes.

Es posible descomponer MO en dos direcciones, una según la dirección de R, que llamaremos MOL y otra en dirección normal que llamaremos MON.

El módulo de MOL es 
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  que resulta constante por ser el cociente entre el invariante escalar y el módulo de la resultante. Esto significa que al tomar distintos centros de reducción, MOL permanece constante, pero MON varía. 

MON yace en un plano normal a R y su módulo vale MON = MO sen ( , siendo ( el ángulo que  forman R y MO. Por lo tanto, 
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MON está en la intersección del plano formado por R y MO con el plano normal a R.

Al cambiar el centro de reducción MOL se mantiene constante pero MON cambia. Siempre es posible encontrar un punto P sobre el plano que contiene a O y es normal a R, tal que:

(O-P) x R =  - MON
En ese caso, tomando a P como centro de reducción se tiene:

MP = MO +  (O-P) x R = (MOL + MON) - MON = MOL  
Es decir que en P la resultante de los vectores deslizables y el momento resultante tienen la misma dirección.
La distancia d del punto P al punto O resulta:
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Esta distancia es el módulo del vector que posiciona a P respecto de O. Si se conoce el versor e en la dirección y sentido de (P-O), este vector resulta:

(P-O) = d.e
Dado que (P-O) es perpendicular al plano formado por R y MO, el versor e puede escribirse:
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con lo que el vector (P-O) resulta:
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Las coordenadas de P se obtienen sumando (P-O) al vector que posiciona a O respecto del origen de la terna de referencia:
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Calculadas las coordenadas de P, la ecuación del eje central es la de la recta que pasa por P y tiene la dirección de R:
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El momento respecto de cualquier otro punto P’ que esté en la recta paralela a R que pasa por P también resulta de dirección coincidente con R e igual a MOL.  

En efecto, MP’ =MP + (P-P') x R pero (P-P') es paralelo a  R y por lo tanto,  MP = MP’
Se demuestra así que para cada sistema de vectores, existe un eje paralelo a la resultante, denominado Eje Central, tal que sus puntos, tomados como centros de reducción, proporcionan un sistema equivalente al dado, constituido por el vector resultante y por un momento de dirección coincidente con la de la resultante.
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