Ejercicios autovalores y autovectores
Adriana Cabana y Patricia Palacios
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Calcular los autovalores y los autoespacios de las siguientes matrices. Indicar las multiplicidades alge-
braicas y geométricas de cada autovalor. Analizar si las matrices son diagonalizables.

06 0 1 30 1 30
MA=]2012] @A4=[1-10]| @Aa5=[1 -1 0
02 0 0 0 2 112
2 -100 0
0 1 111 -9 2 00 0
(4)A4:<1 o) () As=| 1 1 1 6) Ag=]0 0 06 0
111 0 0 2 0 12
0 0 02 0

1. Los autovalores de una matriz A € R"*™ son las raices de su polinomio caracteristico
Ps(X\) = det(N — A)

Notemos que P4 es un polinomio de grado n, por lo tanto tendra a lo sumo n raices distintas
(reales o complejas).
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Calculemos el polinomio caracteristico de la matriz A1 = | 2
0

A =6 0
Pa,(\) =det(\] — Ay) =det | =2 X —12 | = Adet A e
0 o -2 A 0 A

Pa,(N) = AM(A? — 24) +6(—2)) = A3 — 36\ = A\(\? — 36)

Como los autovalores de A; son las raices de Pg,, los autovalores de A; son Ay =0, A2 =6y
A3 = —6.

La multiplicidad algebraica de un autovalor es su multiplicidad como raiz del polinomio carac-
teristico. Como en este caso todas las raices son simples, los tres autovalores tienen multiplicidad
algebraica 1.

Calculemos los autoespacios asociados a cada autovalor. Recordemos que v # Ogr es un auto-
vector de A € R™ "™ asociado al autovalor A si Av = Av. El autoespacio asociado a A es

Sy ={v eR"/ Av = \v}
Para hallar los autovectores asociados a A resolvemos el sistema (A — A)v = 0.
La multiplicidad geométrica del autovalor A es la dimensién del autoespacio S).

= Para A; = 0 hay que resolver el sistema —Av = 0, o equivalentemente, Av = 0.
Siv=(z1 x2 (Eg)t queda

0 6 0 1 0
2 0 12 z2 | =10
0 2 0 T3 0



Resolviendo obtenemos o = 0, 1 = —6x3, por lo tanto los autovectores son de la forma
v = (=623 0 23)" = 23(—6 0 1), con x3 # 0 y el autoespacio asociado a A\; = 0 es

So = gen{(—6 0 1)"}
La multiplicidad geométrica de \; =0 es 1.
= Para Ao = 6 hay que resolver el sistema (61 — A)v = 0. Si v = (71 72 x3)" queda

6 —6 0 1 0
-2 6 —12 z2 | =10
0 -2 6 T3 0

Resolviendo obtenemos xo = 33, x1 = x2 = 3x3, por lo tanto los autovectores son de la
forma v = (323 3z3 73)" = 3(3 3 1), con z3 # 0 y el autoespacio asociado a Ay = 6 es

Se = gen{(331)"}
La multiplicidad geométrica de Ao = 6 es 1.
» Para A3 = —6 hay que resolver el sistema (—6I — A)v = 0. Si v = (1 22 73)" queda

-6 —6 0 T 0
-2 —6 —-12 zo | =1(0
0 -2 -6 T3 0

Resolviendo obtenemos xo = —3x3, £1 = —x9 = 3x3, por lo tanto los autovectores son de la
forma v = (3z3 — 3x3 23)! = 23(3 —3 1), con 23 # 0 y el autoespacio asociado a A\3 = —6
es

S_¢=gen{(3 —31)%}
La multiplicidad geométrica de A3 = —6 es 1.

Si tenemos autovectores de A asociados a autovalores distintos, estos autovectores son LI. En
este caso, el conjunto {(—601),(3 3 1)!,(3 —31)!} es LI y por lo tanto una base de R3.

Entonces la matriz A es diagonalizable. Esto es, existen matrices Q € R3*3 inversible y D € R3*3
diagonal tales que A = QDQ~'. En este caso,

—6 3 3 00 0
Q=0 3 -3] vy D={06 0
1 1 1 00 —6

Algunas observaciones con respecto a este ejemplo:

» Se verifica que det(A) = A\ A3 y tr(A) = A1 + A2+ A3 (son propiedades validas para todas
las matrices).

= Si bien v = Ogn no puede ser autovector de A, A = 0 si puede ser autovalor de A. Esto
sucede cuando la matriz A no es inversible.

» En el caso que A\ = 0 sea autovalor de A, el autoespacio asociado es Sy = Nul(A).

= Cuando la multiplicidad algebraica de un autovalor es 1, su multiplicidad geométrica tam-
bién es 1.

» Las matrices () y D no son tnicas.



S = W
N OO

1
2. Calculemos el polinomio caracteristico de la matriz Ao = | 1 —
0

A-1 -3 0 N1

P\ =det\ — Ag) —det | =1 A+1 0 | =(A—2)det -3
0 0 \_2 -1 A+1

Pa,(N) = (A=2)[A-=1D(A+1) =3 = (A =2)(N - 4)

Como los autovalores de Ay son las raices de Pj,, los autovalores de Az son A\j = Ay =2y
A3 = —2.

La multiplicidad algebraica del autovalor 2 es 2 (porque es una raiz doble del polinomio carac-
teristico) y la multiplicidad algebraica de -2 es 1.

Calculemos los autoespacios:

» Para A\ = 2 hay que resolver el sistema (21 — A)v = 0. Si v = (21 72 3)" queda

1 -3 0 1 0
-1 3 0 z2 | =10
0 0 O T3 0

Resolviendo obtenemos z1 = 3x2, x3 € R, por lo tanto los autovectores son de la forma
v = (372 22 3)" = 22(3 1 0)! + 23(0 0 1)%, v # 0, y el autoespacio asociado a A = 2 es

Sy = gen{(310)",(001)"}

La multiplicidad geométrica de A = 2 es 2.
» Para A\3 = —2 hay que resolver el sistema (—21 — A)v = 0. Si v = (z1 22 x3)" queda
-3 -3 0 x1

0
-1 -1 0 T2 = 0
0 0 -4 T3 0

Resolviendo obtenemos 9 = —x1, x3 = 0, por lo tanto los autovectores son de la forma
v= (21 —210)"=21(1 —10)% con 1 # 0y el autoespacio asociado a A = —2 es

S_ 9 =gen{(1 —10)"}

La multiplicidad geométrica de A = —2 es 1.

Observemos que en este caso las multiplicidades algebraicas y geométricas de ambos autovalores
coinciden. Ademas {(3 1 0)%, (00 1)%,(1 —10)!} es un conjunto LI (y por lo tanto, es una base
de R3).

Entonces la matriz A es diagonalizable. Esto es, existen matrices Q € R3*3 inversible y D € R3%3
diagonal tales que A = QDQ~'. En este caso,

30 1 2.0 0
Q=10 -1| y D=0 2 0
01 0 00 —2



1 30
3. Calculemos el polinomio caracteristico de la matriz A3 = 1 -1 0 |:
1 1 2
A—-1 =3 0 A—1 -3
Pay(N) = det(N] — Ag) = det -1 A+1 0 = (/\—2)d6t< 1 a4t )

-1 -1 -2
Pay(\) = (A =2)[(A=1DA+1) =3 = (A = 2)(\* —4)

Como los autovalores de A3 son las raices de Py, los autovalores de Az son A\j = Ay =2y
A3 = —2.

La multiplicidad algebraica del autovalor 2 es 2 (porque es una raiz doble del polinomio carac-
teristico) y la multiplicidad algebraica de -2 es 1.

Calculemos los autoespacios:

= Para A = 2 hay que resolver el sistema (2] — A)v = 0. Si v = (21 22 73)" queda

1 -3 0 1 0
-1 3 0 o]l =10
-1 -1 0 I3 0

Resolviendo obtenemos x1 = x2 = 0, 3 € R, por lo tanto los autovectores son de la forma
v=(00x3) =23(001)", 23 # 0, y el autoespacio asociado a A = 2 es

Sy = gen{(001)"}

La multiplicidad geométrica de A =2 es 1.
» Para A3 = —2 hay que resolver el sistema (—2I — A)v = 0. Si v = (z1 22 73)" queda
-3 -3 0 x1

0
1 -1 0 |[x] =10
1 -1 —-4) \u3 0

Resolviendo obtenemos 9 = —x1, x3 = 0, por lo tanto los autovectores son de la forma
v= (21 —210) =21(1 —10)% con 21 # 0 y el autoespacio asociado a A = —2 es

S 5 =gen{(1 —10)"}
La multiplicidad geométrica de A = —2 es 1.

Observemos que en este caso la multiplicidad algebraica de A = 2 es mayor estricta que la
multiplicidad geométrica de este autovalor. Ademas {(0 0 1)%, (1 —1 0)'} es un conjunto LI pero
no es una base de R3.

En este caso la matriz A no es diagonalizable. Sin embargo, la matriz A es semejante a la matriz
2 1 0
J=10 2 0

00 -2

Es decir, existe una matriz Q € R? inversible tal que A = QJQ~! (o equivalentemente,
AQ = QJ).
Si las columnas de @ son vy, ve y vs, es decir Q = (v1|va|vs), se debe verificar que

21 0

A(vi|va|vs) = (vi|vzlus) [0 2 0
0 0 -2



Obtenemos que:

» Av; = 2vy, es decir, v; es autovector de A asociado al autovalor 2. Por ejemplo, v; = (0 0 1)’5.
» Avg = v1 + 209, 0 sea, (A — 21 )vy = vy.
Si vg = (21 x2 xg)t hay que resolver el sistema:

3
La solucién del sistema es z1 = T To = T r3 € R
Pod legi _ (31 0 t
odemos elegir vy = { - & .
s Avg = —2ws, es decir, vz es autovector de A asociado al autovalor -2. Por ejemplo,
v3 = (1 -1 O)t.
03 1 2 1 0
Luego, A=QJQ 'siQ=10 i -1 y J=10 2 0
1 0 0 00 -2

. . L . -1
. Calculamos el polinomio caracteristico de la matriz A4 = ((1) 0 ):

Pa,(N) = det(A\I — Ay) = det ( A 1) =241

-1 A
Los autovalores de A4 son las raices de Py4,. Observamos que las raices de este polinomio son
nimeros complejos. Los autovalores de A4 son \; =iy Ao = —i (A4 no tiene autovalores reales).

Calculemos los autoespacios:

» Para A\ = i resolvemos el sistema (il — A)v = 0. Si v = (21 22)! queda

()66

Las filas de la matriz de este sistema son miltiplos (si multiplicamos la fila 1 por i obtenemos
la fila 2, esto es posible hacerlo si el espacio vectorial en que trabajamos admite escalares
complejos). Resolviendo obtenemos x1 = iz, por lo tanto los autovectores son de la forma
v=um9(i 1)}, z2 # 0, y el autoespacio asociado a A =i es

S; = gen{(i l)t}

La multiplicidad geométrica de A =i es 1.

» Para Ay = —i resolvemos el sistema (—il — A)v = 0. Si v = (21 22)" :
—i 1 z1) _ (0
-1 —1 i) - 0
Andlogamente al caso anterior obtenemos 1 = —ixs, por lo tanto los autovectores son de
la forma v = (—izg 3)" = 22(—i 1)!, con 22 # 0 y el autoespacio asociado a A = —i es

S-i = gen{(~i 1)'}

La multiplicidad geométrica de A = —i es 1.



Esta matriz no es diagonalizable en R, pero sf lo es en C. Esto es existen matrices Q € C?*?
inversible y D € C2*2 diagonal tales que A = QDQ~!. En este caso,

=i 1) v 2= %)

1 1 1
. Para hallar autovalores de la matriz As = [1 1 1] podemos calcular el polinomio carac-
11 1

teristico como hicimos hasta ahora o bien usar las particularidades que tiene esta matriz.

Con sélo observar sus columnas o filas vemos que rg(A) = 1, de lo que deducimos que dim(Nul(A)) = 2
(ambos deben sumar la cantidad de columnas de la matriz).

O sea que el conjunto {:U € R3/Ax = ()}, que no es otra cosa que Sy—g, tendra dimensién dos,
por lo que A = 0 serd autovalor de A y su multiplicidad algebraica serd por lo menos dos.

Por otro lado sabemos que tr(A) = A; + A2 + Ag. Utilizando lo anterior, tenemos que A = 3 es
otro autovalor de A.

Ya conocemos todos los autovalores de la matriz: A = 0 doble y A = 3 simple (no puede tener
més ya que A € R33),

Buscamos los espacios propios:

Para A = 0 calculamos el espacio nulo de la matriz: Az = 0. La tnica ecuacién que se debe
cumplir es z; + 22 + 3 = 0, de donde z; = —x9 — x3.

Asf obtenemos: Syx—g = gen {(—1 1 0);(-10 1)t}.

Si observamos la matriz, vemos que si sumamos las componentes de cada fila en todos los casos

1 3 1
nos da 3. Es decir, A (1| = [3] =3[ 1] osea (11 1)" es autovector asociado a A = 3.
1 3 1

Como ya sabiamos que dim(Sy=3) = 1, podemos asegurar que Sy_3 = gen {(1 1 l)t}.

En este caso, {(—1 1 0)";(—=10 1)*;(1 1 1)} es una base de R? y la matriz A es diagonalizable.
Esto es, existen matrices Q € R3>*3 inversible y D € R3*3 diagonal tales que A = QDQ~!. En
este caso,

-1 -1 1 000
Q=11 0 1 y D=0 0 0
0o 1 1 0 0 3
2 -1 00 O
-9 2 00 0
. Calculemos autovalores y autovectores de la matriz Ag =] 0 0 0 6 O
0 0 2 0 12
0 0 02 0

Notemos que podriamos pensar que esta matriz estd formada por bloques (matrices de menor
tamano) del siguiente modo:

0 6 O
A= (A“ OM’) , donde Ajy = ( 2 _1) yAsp=12 0 12
O3x2  Ago -9 2 02 0

Vamos a mencionar las propiedades de las matrices por bloques incluidas en el ejercicio 6 de la
guia 4 que nos ayudaran a resolver este ejercicio.



Recordemos la siguiente propiedad del determinante de matrices por bloques:

Si A e K»" BeK™my(C e K™ sea M e Ktmx(m+m) 13 matriz por bloques definida
A C

por M = <O B)' Entonces det(M) = det(A) - det(B)
A An

0 Aa
Agg de (n — k) x (n — k), tenemos que:

Entonces, dada una matriz A = ( > € K™ con Ay de k x k, Ajode k x (n—k)y

= Kl polinomio caracteristico de A es el producto de los polinomios caracteristicos de A1 y
Asg ya que:

M — A —Aqp

PA(N) = det(AI,—A) = det( 0 Mo by o Az

> = det()\Ik—An)det()\I(n_k)—A22)

PA()‘) = PAII()\)PAQQ ()‘)

= )\ es autovalor de A si y s6lo si A es autovalor de A1 o de Ags.
Esto sucede porque los autovalores de A son raices del polinomio caracteristico de A. En-
tonces A es raiz de P4 siy sélo si es raiz de Pa,, o de Pa,,.
» En el caso que Aj2 = Oy (,—r) pPodemos observar la siguiente relacion entre los autovectores
de Ay1, Asp y A:
e Siv = (r; -+ x)t es autovector de Ay; entonces © = (z1 -+ x 0 - 0 ) es

(n—k) veces
autovector de A.
e Siv=(y1 - ynx) es autovector de Ayy entonces o = (0 - 0 y; -+ Yp_k)" €8

k veces
autovector de A.

. -1 .
En nuestro ejemplo, los autovalores de A1 = (_ 9 9 > son A1 = —1y Ao = 5y los autoespacios

son S_1 = gen{(13)'} y S5 = gen{(1 — 3)'}.

06 O
Los autovalores de Ass = [2 0 12| son A3 = 0, Ay = 6 y A5 = —6 y los autoespacios son
02 0

So = gen{(—6.0 1)}, S5 = gen{(33 1)} ¥ S_g = gen{(3 — 3 1)'}.
Entonces los autovalores de A son Ay = =1, \a =5, A3 =0, Ay =6y A5 = —6.

Todos los autovalores de A son simples, por consiguiente, sus respectivos autoespacios tendran
dimension 1 y los generadores pueden obtenerse de acuerdo a lo observado anteriormente.

Los autoespacios de A son:
S 1=gen{(13000)"}, S;=gen{(1 —3000)"}, So=gen{(00 —601)"},
S =gen{(0033 1)}, S_¢=gen{(003 —31)%}

El conjunto {(13000)%(1 —3000)500 —601)5(00331)5(003 —31)'} es una base
de R® y la matriz A es diagonalizable. Esto es, existen matrices @ € R°*? inversible y D € R5*?
diagonal tales que A = QDQ ™"

1 1 0 0 0 -1 000 O
3 -3 0 0 0 0 500 0
Q=10 0 -6 3 3| y D=|l0 000 O
0 0 0 3 -3 0 006 0
00 1 1 1 0 000 —6



