Algebra II (Primer cuatrimestre, 2020)

GuiAa DE TRABAJOS PRACTICOS N°4
Primera parte (del 13/07/2020 al 17/07/2020). [En construccién]

Cuando podemos trasladar un problema prdctico al lenguaje de la matemdtica,

podemos, al mismo tiempo, “abstraernos” de las caracteristicas secundarias del
problema y, haciendo uso de férmulas y teoremas generales, obtener resultados
precisos. De este modo la abstraccion de la matemdtica constituye su potencia;

esta abstraccion es una necesidad practica.

A. N. KOLMOGOROV



EJERCICIOS

1. Sea A € R3*%3 la matriz

-4 —6 3
A= 1|2 4 =2
-2 -2 1

(a) Comprobar que 0, —1, y 2 son todos los autovalores de A, y encontrar autovec-
tores asociados a cada uno de ellos.

(b) Verificar que esos autovectores forman una base B de R3.
(c) Hallar la matriz de cambio de coordenadas de la base B en la base candénica

&, P= M%, y comprobar, mediante multiplicacién de matrices, que A = PAP™!,
donde A = diag(0, —1,2).

2. En cada uno de los siguientes casos, hallar el polinomio caracteristico de
la matriz A; € R?*2, analizar si la misma es diagonalizable, y en caso de serlo
hallar una matriz inversible P; € R2%2? y una matriz diagonal A; € R2*? tales que
Ai = PZ‘AiPZ-_li

2 1 2 0 2 1 2 —1
S e A e e
,Cémo se modifica el andlisis precedente si se considera que las matrices A; estdn
en C2x2?

@: Obsérvese que para matrices A de 2 x 2 vale que

p(A) = det(A — AI) = X2 — tr(A)\ + det(A),

y en consecuencia, las raices de p(\) son Ay = % (tr(A) + \/tr(A)2 - 4det(A)).

@: Obsérvese también que para matrices A de 2 X 2 vale que p(A) = 0. (Este
resultado, conocido como el Teorema de Cayley-Hamilton, vale en general, es decir
para matrices A de n X n.)

3. Explicar por qué las siguientes matrices no son diagonalizables en R?*2:

Al cosf) —senf
{0 )\],)\GR, pLena COSQ],p>O,06R\{k7r.keZ}.

4. Encontrar los autovalores de cada una de las siguientes matrices A;, sus
multiplicidades algebraicas y geométricas y tantos autovectores linealmente inde-
pendientes como sea posible, siendo

-3 1 -3 -4 -3 -3
A =120 3 10|,4,=]0 -1 0
2 -2 4 6 6 5
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.Se pueden hallar una matriz inversible P; € R3*3 y una matriz diagonal A; € R3*3
tales que A; = Pl-AiPi_l?

@: recordar el teorema de Gauss sobre la forma de las raices racionales de un
polinomio con coeficientes enteros y observar que, en este caso, sélo pueden ser los
divisores enteros del det(A).

5. Sea V un C-espacio vectorial de dimensién n > 1. Explicar por qué

(a) si S € L(V)\ {Iy} es una simetrfa (i.e., S? = Iy), existen k € N y una base B
de V tales que

sE = o ]

con Iy la matriz identidad de k x k e I, la matriz identidad de (n — k) x (n— k);

(b) si T € L(V)\ {0y, Iy} es una proyeccién (i.e., T> = T, existen k € N y una
base B de V tales que

=)

con I la matriz identidad de k£ x k.

6. Sea A una matriz de n X n que admite la particién en bloques

A Ap

COIlA11 dekxk, A12 dekx(n—k)yAzz de (n—k)x(n—k)

(a) Demostrar que el polinomio caracteristico de A es el producto de los polinomios
caracteristicos de A1 y Aas.

(b) Demostrar que A es autovalor de A si y sélo si A es autovalor de Ay; 6 Ago.

(c) Si A1z = 0 j qué relacién puede establecerse entre los autovectores de Ay1 y Ao
y los autovectores de A?

(d) Encontrar los autovalores de A, sus multiplicidades algebraicas y geométricas
y tantos autovectores linealmente independientes como sea posible, siendo

-4 -6 3
2 4 =2
A=1|-2 -2

=N O OO
N = O OO

1
0O 0 O
0O 0 O
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(e) Generalizar los incisos (a), (b) y (c) al caso en que la matriz A de n x n admite
la siguiente particién en bloques

Ay A oo Ay
0 Ay - A
A= | . ) ) .
0 0 ... A,
con Ay, Asg, ..., A, matrices cuadradas.

7. Sea A € R3*3 la matriz dependiente del pardmetro real a:
204+4 1—a —2a—a?
A= 0 4—a 0
0 0 4 —a?

(a) Obtener los valores de a para los que A es diagonalizable.

(b) Diagonalizar A para a =1 y para a = 2.

8. @ Sea A € R?**3 una matriz no diagonalizable. Demostrar que existe una matriz
inversible P tal que P~*AP = J, donde J tiene alguna de las siguientes formas

A1 0] A1 0] A1 0
0 XA 1,0 x o], o x of,
00 XN |00 Al |00 u

con \,u € Ry X# p.

9. Encontrar los autovalores de cada una de las siguientes matrices A;, sus mul-
tiplicidades algebraicas y geométricas. En caso de que A; no sea diagonalizable,
hallar una matriz inversible P; tal que Pi_lAiPi = J;, donde J; tiene alguna de las
formas del ejercicio anterior.

5 1 -1 31 -1 3 1 -2
Ar=115 0 3|,4,=102 0|, 4,=[-1 0 5
7 -1 3 11 1 1 1 4



