Algebra II (Primer cuatrimestre, 2020)
GuiAa DE TRABAJOS PRACTICOS N26

[En construccién]

Cuando podemos trasladar un problema prdctico al lenguaje de la matemdtica,

podemos, al mismo tiempo, “abstraernos” de las caracteristicas secundarias del
problema y, haciendo uso de férmulas y teoremas generales, obtener resultados
precisos. De este modo la abstraccion de la matemdtica constituye su potencia;

esta abstraccion es una necesidad practica.
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EJERCICIOS

1. En cada uno de los siguientes casos, comprobar que @ : R> — R es una forma
cuadritica y expresarla en la forma Q(z) = 27 Az, con A € R3*3 simétrica.

(a) Q(x) = 22 + 222 + 32% + 102122 + 162223 + 2671 22.
(b) Q(z) = 2122 + T223 + 2321

(€) Q(z) = (1 — ) + (z2 — x3)* + (x5 — 1)

2. En cada uno de los siguientes casos, expresar la forma cuadrética @ : R? = R
como T Az con A € R?*? simétrica, diagonalizar ortogonalmente A = PAPT y
mediante el cambio de variables x = Py escribir la forma cuadratica sin términos
cruzados.

(a) Q(x) = 927 + 323 — 8z12.
(b) Q(z) = —bx? — 223 + 4wy 22.

(c) Q(x) = 222 — 622 + 671 72.

3. En cada uno de los siguientes casos, expresar la forma cuadréatica @ : R> — R
como zT Az con A € R3**3 simétrica, diagonalizar ortogonalmente A = PAPT y
mediante el cambio de variables x = Py escribir la forma cuadratica sin términos
cruzados.

(a) Q(x) = 223 + 223 + 223 — 23179 — 27173 — 22273.
(b) Q(x) = 52?2 + 223 + 523 — 62179 — 621 73.

(c) Qz) = 2f + 2129

4. Clasificar cada una de las formas cuadréticas que aparecen en los Ejercicios
2. y 3. y graficar sus conjuntos de nivel N.(Q)

5. Determinar para qué valores de a € R, la forma cuadratica en R2,
Q(x) = Qx% + ax1x9 + 183:%,

es definida postiva.

6. Sea {(-,-) : R" x R™ — R el producto interno canénico en R™ y sea A € R"*".
Demostrar que

<.73, y>A = <A1‘,y>

define un producto interno en R" si, y sélo si, A es definida positiva.
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7. Sea (-,-) 4 : R? x R? — R el producto interno definido por (z,y) , := y” Az

con
1 cosf

A= |:COSH 1 } ’
donde 6 € (0, ).
(a) Observar que Q(x) = (z,x) , es una forma cuadrdtica en R?.
(b) Hallar una matriz ortogonal P € R?*2 con det(P) = 1 tal que el cambio de
variable ortogonal z = Py transforme la forma cuadrédtica Q4(z) en una forma
cuadratica sin productos cruzados.
(c) ;Cuadles son los ejes principales de la forma cuadritica Q4 (x)?

(d) Graficar el conjunto de nivel N1(Q4) = {z € R? : Qa(x) = 1}.

(e) ;Cémo son los conjuntos de nivel N.(Q4) con ¢ > 07

8. Sea @ :R* — R la forma cuadrética definida por

Q(x) = 5% — 322 + 222 + 5a?

(a) Hallar los valores maximo y minimo de los cocientes de Rayleigh

Q@
EEAA

(b) Hallar el conjunto de todos xp € R*\ {0} tales que
Q(J?M) — max Q(x)

learll® w0 2]

(c) Hallar el conjunto de todos x,,, € R*\ {0} tales que
Qlzm) . Qz)

lzml> =0 [l

(d) Hallar el conjunto de todos s € S tales

Qi) = méx Qo).

llzll=1

(e) Hallar el conjunto de todos Z,, € S3 tales

Q#m) = min Q(z).

@: recordar que Sp—1 = {x € R"™ : ||z| = 1}.




9. Sea @ : R® — R la forma cuadratica en R? definida por Q(z) = 27 Az con

A:

=N O
= O N

1
1
1

(a) Hallar ”m”éjle(x) n Q(x).

y mi
[=]=1

(b) Hallar el conjunto de todos los x € R3\ {0} que maximizan los cocientes de
Rayleigh.

(c) Hallar el conjunto de todos los z € R? \ {0} que minimizan los cocientes de
Rayleigh.

(d) Hallar y graficar el conjunto de todos los x € Sy que maximizan Q(z).

(e) Hallar y graficar el conjunto de todos los z € Ss que minimizan Q(x).

10. @ Sea @ : R? = R la forma cuadrética en R3 definida por

Q(x) = 8% + 8x2 + 1122 + 4129 — 20173 — 21273,

(a) Hallar Hm”é_x1 Qz) y HITll‘l’lll Q(z).

(b) Hallar el conjunto de todos los x € R3\ {0} que maximizan los cocientes de
Rayleigh.

(c) Hallar el conjunto de todos los € R?\ {0} que minimizan los cocientes de
Rayleigh.

(d) Hallar y graficar el conjunto de todos los z € Sy que maximizan Q(z).

(e) Hallar y graficar el conjunto de todos los z € Ss que minimizan @Q(x).

11. Sean Q1, Q2 : R2 — R las formas cuadraticas en R? definidas por

Q1(z) = w129, Q2(z) = 927 + 322 — Sx120.

a) Halla 4 { .
o el s Q6o iy, Q40

(b) Hallar y graficar el conjunto de todos los z € R? tales que Q2(z) = 1 y que
maximizan Qq(x).

(c) Hallar y graficar el conjunto de todos los x € R? tales que Qa(x) = 1y que
minimizan Qq(x).
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12. @ En cada uno de los siguientes casos, hallar, si existen, el maximo y el
minimo de la forma cuadratica Q; : R? — R, Q1(z) = ||z||?, sujeto a la restriccién
Q2(x) =1, para

(a) Q2(z) = 923 + 323 — 8xq22.
(b) Qa(x) = 223 — 623 + 611 22.

@:gCudl es el significado geométrico de los resultados obtenidos?

13. Sean 6 € (0, ). Hallar los puntos de la curva de ecuacién
2?2 +2cosfryzy + 22 =1

cuya distancia al origen sea minima y cuya distancia al origen sea maxima.

@:gCudl es el significado geométrico de los resultados obtenidos?



