Algebra II (Segundo cuatrimestre, 2020)
Guias DE TRABAJOS PRACTICOS

Primera parte. Versién 1.1 [En construccién]

Cuando podemos trasladar un problema prdctico al lenguaje de la matemdtica,

podemos, al mismo tiempo, “abstraernos” de las caracteristicas secundarias del
problema y, haciendo uso de férmulas y teoremas generales, obtener resultados
precisos. De este modo la abstraccion de la matemdtica constituye su potencia;

esta abstraccion es una necesidad practica.

A. N. KOLMOGOROV



GLOSARIO DE SIMBOLOS

: Alto. Estos ejercicios son importantes, pudiendo ser o no dificiles de resolver.
Se recomienda fuertemente resolverlos.

@ : Curva peligrosa. Estos ejercicios pueden ser mas dificiles de lo que parecen
a simple vista, o por el contrario, si se miran bien resultan mds faciles de lo que
parecen. Ante la duda, consulte a los docentes del curso.

&: “Siga siga”. Lea detenidamente el enunciado. Si cree entender qué es lo que
hay que hacer (ya ha resuelto un ejercicio previamente de espiritu similar), pase al
siguiente. Ante la duda, resuélvalo.

Y L ‘. .
& : Solo para artesanos. Estos ejercicios son de naturaleza tedrica y exigen un buen
dominio del arte y una cuota de imaginacién.

@: Oréculo. Proporciona pistas y sugerencias para resolver algunos ejercicios. A
veces, propone una situacion.

&=. El ejercicio requiere utilizar una maquina.



Guia 1

PRELIMINARES Y NOTACION

En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, se utiliza la siguiente
notaciéon:

1.
2.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

N denota el conjunto de todos los nimeros naturales, N = {1,2,3,...}.
7 denota el conjunto de todos los nimeros enteros,

Z={.,-3-2-1,01,23,...}.

. Ny denota el conjunto de todos los niimeros enteros no negativos,

No = NU {0} ={0,1,2,...}.

R denota el conjunto (cuerpo) de todos los niimeros reales.

. R* denota el conjunto de ntimeros reales no negativos, y R el conjunto de

los niimeros reales positivos.

. C denota el conjunto (cuerpo) de todos los niimeros complejos. Por definicién

2 €Csi,ysélosi z=a+1ib, donde i> = -1y a,beR.
Siz € C, Z=a — ib denota el conjugado de z. Obsérvese que z + zZ = 2a y
que z — zZ = i2b.

. La formula de Fuler establece que para cada z € C vale que

e* = e = ¢ (cos(b) + isen(b)) .

. Dado n € N, I, denota el conjunto {1,...,n} C N. Nétese que {z; : i € I,,}

denota el conjunto {x1,zs,...,2,} cuyos elementos son x1, T3, ..., Ty.
Dado un conjunto no vacio I, {z; : i € I} denota el conjunto cuyos elementos
estan indexados por el conjunto I.
Dado un conjunto X, | X| denota el cardinal de X. Obsérvese que de acuerdo
con la definicién, [{z; : i € L,}| =n.
Salvo que se diga lo contrario, las letras i, j, k,l denotan indices en algin
subconjunto de N, n y m denotan ntimeros naturales, u, v, w, x,y denotan
vectores, A, B, C' denotan matrices.
K denota un cuerpo.
K™*™ denota el conjunto de todas las matrices de m x n con entradas en K.
Para denotar las entradas de una matriz A € K™*™ se utilizan las notaciones
A = [Ajjlier,, o A= laijlier,,-

J€ly JEL,
Dada A € K™*", se denota por AT € K"*™ a su matriz traspuesta, definida

por AiTj =Aj, parai€l, yjel,.

El simbolo
P 1 sii=j
10 sii#g

se llama delta de Kronecker
La matriz de K™*™ con unos en la diagonal principal y ceros en cualquier

otra entrada, I := [;;]icr, , se llama la matriz identidad de orden n.
J€ln



18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

K™ denota el conjunto de todas las matrices de n x 1 con entradas en K:
x € K" si, y sélo si

z1
ZTo T
r=|. =[$1 Tz xn}
Tn
para algunos x1,xo,...,x, € K.

Dada A € K"™*™. Las columnas de A se pueden pensar como elementos de
K™ y las filas de A como elementos de K™. La notaciéon A;, € K" se utiliza
para denotar la i-ésima fila de A, y la notaciéon A,; € K™ para denotar la
j-ésima columna de A.

El conjunto € = {e; : j € I,} C K" cuyos elementos estdn definidos por
e; = IL,; se denomina la base candnica de K".

Dado un intervalo I de la recta real, C'(I) denota el conjunto de todas las
funciones continuas de I en R, y para cada n € N, C™(I) denota el conjunto
de todas las funciones de I en R que son n-veces derivables y cuyas derivadas
sucesivas son continuas hasta el orden n inclusive. El conjunto de todas las
funciones que pertenecen a todos los C™(I), n € N, se designa por C* (),
es decir, C*(I) = (,,en C"(I).

K[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K: p €
K[z] si, y s6losi, p(x) = Y j_, arx® paraalgiin n € Ny y algunos ag, a1, ..., a, €
K.

El grado del polinomio 0 € K[z] es —o0.

K,,[z] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K cuyo
grado no supera n.



EJERCICIOS

1.1 Sean V=R y K = R. Si la suma vectorial @ y la multiplicacién escalar ® se
definen por

VP w = vw,

a®uv:=0v%

Verificar que (V,®,K,®) es un K-espacio vectorial, donde 1 es el vector cero y

v~! es el vector opuesto de v. @: repasar la definicion axiomdtica de K-espacio

vectorial.

1.2 Describir geométricamente los siguientes conjuntos y verificar que son subes-
pacios de R3.

(a)Slz{[x Y Z]T€R3:m—y—z=O},
(b)ng{[z Yy z]TeRS:x—i—y—z:O},

(C)ng{[x Yy z]TeR?’:x—y—z=O/\m+y—z:0}.

1.3 Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) Para cada [a1 az - an}T € K” el conjunto

T
{[ajl To - xn] EK":a1x1+a2z2+-~-—|—anxn:()}

es un subespacio de K".

(b) Para cada A € K™*™ el conjunto
{zr e K" : Az =0}

es un subespacio de K.

(c) El conjunto

{f € CR): /_11 Fla)de = 0}

es un subespacio de C'(R).

(d) Dados n € Ny ag,as,...,a,—1 € R, el conjunto

N dny dn—ly
{y eC (R) : dxin +an,1W

es un subespacio de C"(R).

d
+...+a1y+a0y:0}
dz



1.4 Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) El conjunto {a 10 1]T fa € R} es un subespacio de R3.

(b) El conjunto {a [1 0 O]T + 4 [1 0 1}T ta, € R} es un subespacio de R3.

(c) El conjunto {a [[1) 8] + 5 ﬁ) (1)] + v {8 ﬂ T, B,y € R} es un subespacio
de R%x2,

(d) Para cada n € N, el conjunto

n
{ E akxk:ao,al,...,an E]R}
k=0

es un subespacio de R[z].

(e) Para cada n € N, el conjunto de funciones

{6120 + Z [ak, cos(2kmt) + by sen(2kmt)] : ag, a1, ..., an,b1,...,by € ]R}
k=1

es un subespacio de C*(R).

@': observar que la morfologia de todos esos conjuntos es la misma:

{Zaivi:[al an}TeR"},
i=1

donde v1,va,...,v, son vectores de un R-espacio vectorial.

1.5 Comprobar que los conjuntos de funciones de R en C definidos por
91 = {ear COS(bQZ‘),eam sen(bx)} y 92 = {e(aJrib)r,e(afib)x}

generan el mismo C-espacio vectorial.

1 1 1 -1 10 2 —1
1.68eanA1:{_1 _1],142:{_1 1]7143:[_1 O]YB:[_Q 1}

(a) Comprobar que B € gen{A;, As, A3} y hallar 3 maneras diferentes de represen-
tar B como combinacién lineal de las matrices Aq, Ao, As.

(b) Hallar una sistema de generadores del subespacio S de R? definido por
S:= {[I‘l T2 $3}T : l‘lAl + $2A2 + .’1,‘3143 = Oszz} .

(c) Representar cada una de las matrices A; como una combinacién lineal de las
otras dos.
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(d) Comprobar que para cada pareja i, j € I3 tal que 7 # j se verifica que

{0} € gen{A;} C gen{A;, A;} = gen{A;, Ay, A3}.

1.7 En cada uno de los siguientes casos describir el subespacio S mediante un
sistema de generadores minimal.

(a) S = {[:ﬁ To $3]T € R3:xy + 225 + 323 :0}~

(b) S={z €R3: Az =0}, donde A = [1 2 3].

3 2 1

() S= {p € Rs[z] : filp(x)da: = O,fil xp(z)dr = O}.

(d) S={y € C*°[R):y' + Ay =0}, donde X € R.

o= {xemexl I Tx)

1.8 @ Sean V un K-espacio vectorial y § = {v1, va, v3,v4} un conjunto de vectores
de V, distintos dos a dos. Sabiendo que 2v; — vy +v3 = 0y 2v1 +vs — vy = 0, hallar
todos los subconjuntos de § que pueden ser un sistema de generadores minimal del
subespacio generado por G.

PV . . .
1.9 “a" Sean V un K-espacio vectorial y G = {vy, v2,v3} un sistema de generadores
de V. Probar que G es un sistema minimal de generadores de V si, y so6lo si, G es
linealmente independiente. @: squé significa que G sea un sistema de generadores
que no es minimal?

1.10 Determinar cudles de los siguientes subconjuntos son linealmente indepen-
dientes en su correspondiente espacio vectorial.

1 3 0
(a) El subconjunto 31,15 ,|-5] p deR3.
-2 —6 6

(b) El subconjunto {1 + 3z — 222, 3 + 5z — 62%, =5z + 622} de R[z]. . puede mi-
rar el Ejercicio 1.12.

(c) El subconjunto {B _32} , B —56} , [8 65}} de R?%2,

1.11 Hallar todos los valores de a € R para los cuales los siguientes subconjuntos
son linealmente dependientes en su correspondiente espacio vectorial.




(a) El subconjunto {1+ az + 3z2,4 + 5z 4 72%,a + x + 22} de Rax].
1 2 da+1

(b) El subconjunto { 1|, |a|,| 3 de R3.
a 4 —4

(c) El subconjunto {[1 20 1 27,2 a 4 §",[0 0 1 2)"}deRY,

1.12 @ Sean V un K-espacio vectorial, {v; : 4 € I,} C V un conjunto linealmente
independiente, y A = [a;;] € K"*". Para cada j € I, se definen los vectores
wj = >, a;;v;. Mostrar que {w; : j € I,,} es linealmente independiente si, y sélo
si, det(A4) # 0.

1.13 Determinar cudles de los siguientes conjuntos de funciones son linealmente
independientes:

(a) F = {1,sen(x),cos(x)}. (. caleular el Wronskiano de F.
(b) § = {1+ 3sen(z) — 2cos(x),3 + 5sen(z) — 6 cos(x), —5sen(z) + 6 cos(x)}.

(¢) G = {1+ 2sen(x) + 3cos(z),4 + Hsen(x) + 7cos(z),2 + sen(x) + cos(x)}.

1.14 Observar que los siguientes conjuntos de funciones estan contenidos en el
R-espacio vectorial C*°(R) y comprobar que son linealmente independientes.

(a) {e*® cos(bx), e sen(bx)}, donde a,b € R. [ver Ejercicio 1.5]
(b) {1,x,a:27 . ,w”}.
(c) {e”,xe”,oﬂe/\x, el :v"e)‘m}, donde X € R.

(d) {e’\lm, erT e)‘"m}, donde A1, Ao, ..., A, son n nimeros reales distintos dos

a dos. @: observar que si Ay < Ao < -+- < Ay, entonces
n—1
lim eimAn)e — g,
1

T—+00 4
1=



1.15 Sean ¢1,¢2 € CH(R) las funciones definidas por ¢1(z) = 2% y ¢a(x) = |z|3.
Comprobar que £ = {¢1,¢2} es un conjunto linealmente independiente pero el
Wronskiano de £, W, es la funcién idénticamente nula:

(z) = de o1(x)  da(2)] _ ara todo
W () dt[¢/1(3?) ¢’2(x)] 0 para todo z € R.

@: examinar el comportamiento de la funcion ¢a/d1.

1.16 Hallar una base y determinar la dimensién de cada uno de los siguientes
subespacios:

(a) S ={p € Ryfz] : p(1) = 0};
(b) S={p € Rs[z] : p(1) = 0, p(2) = 0};
(€) S={p € Ryfx] : p(1) =0, p'(1) = 0, p"(1) = 0};

(d)S= {p € Rlz] : p(™ = O}.

1.17 @ [ver Ejercicio 1.14 (a)] Sean ag, a; € R. Sabiendo que el espacio solucién
de la ecuacion diferencial lineal homogénea de orden 2

dy dy

ad &9 -0
a2 T gy v =90

tiene dimensién 2, comprobar que

(a) cualesquiera sean a,b € R con b # a, el conjunto de funciones {e‘””, eb””} es una
base del espacio solucién de la ecuacién

d*y dy
-— - b)— by = 0;
dl’Q ( + )d.’E + a y Y

(b) para cualquier a € R, el conjunto de funciones {e®* ze®*} es una base del
espacio solucién de la ecuacién

d2y dy 2
Y 9 = 0;
dx? adm tay

(c) cualesquiera sean a,b € R con b # 0, el conjunto de funciones
{e** cos(bx), e** sen(bx)}

es una base del espacio solucién de la ecuacion

d2y dy 2 2
GV 9, B2)y = 0.
dx? ada: + (" 47y =0

@: en cada caso, mostrar que la pareja de funciones satisface la ecuacion y es
linealmente independiente, el remate se obtiene por comparacion de dimensiones.
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1.18 @ En cada uno de los siguientes casos, hallar y graficar la solucién y €
C*(R) de la ecuacién diferencial indicada que satisface las siguientes condiciones:

y(0) =1,%(0) = 1.
(@) y"+4y=0; (b)y"+4y+4y=0; (c)y” +4y +5y=0.

1 2 1 3
1.19 Sean A = [0 1 —1| y b = |1]|. Hallar todas las soluciones del sistema
1 3 0 4

lineal Az =b. jEs A inversible?

1.20 Sea x, una solucién particular del sistema lineal de ecuaciones Az = b, donde
AeR¥>3 ybe RS

(a) ;Qué significa el conjunto z, + nul(A) = {x, + h: h € nul(4)}?
(b) Si rango(A) = 1, representar graficamente z,, + nul(A) en R3.

(c) Repetir el inciso anterior para el caso en que rango(A) = 2.

1.21 @ Hallar una base de cada uno de los cuatro subespacios fundamentales de
la matriz
1 4
it i)

2 —3i . . .
34 ;’j, jexiste € C? tal que Az = b? Si la respuesta es afirmativa,

hallar todas las soluciones del sistema Az = b.

Sea b =

1.22 Hallar una base de cada uno de los cuatro subespacios fundamentales de la

matriz
1 2 1 1 5
A=|-2 —4 0 4 -2
1 2 2 4 9
Seab=[1 2 B}T, jexiste € R® tal que Az = b? Si la respuesta es afirmativa,
hallar todas las soluciones del sistema Az = b.

1.23 @ Sean A € K™™ y b € K.
(a) Explicar por qué el sistema lineal Az = b es compatible si, y sélo si, b € col(A).

(b) Si b € col(A), explicar por qué el sistema lineal Az = b tiene una tnica solucién
si, y sélo si, nul(A) = {0}.
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1.24 Sea A € R3*3 una matriz tal que col(A) = gen { 1 2 3}T, 1 -1 2]T}

ynul(A):gen{[—2 1 O}T},yseab:[l -7 O]T.

(a) Explicar por qué el sistema lineal Az = b es compatible.

(b) Explicar por qué el sistema lineal Az = b no puede tener una tnica solucién.

1.25 Hallar una matriz A que satisfaga las propiedades siguientes, o explicar por
qué no existe una matriz que satisfaga dichos requerimientos.

@ {1 0 o [0 0 1)} ceol(a)y {1 J".[1 27} chia)

(b) col(A) = gen ({[1 1 I]T}) y nul(A) = gen ({[1 2 3]T})

1.26 Sean A € R**? y B € R*** dos matrices tales que:

-1 1 2 1
AB=|1 -1 1 2
2 -2 -1 1

donde rango(B) = 2. Hallar una base de nul(B).

21 2 0 1
1.27 Sean B = 1], -1, |1+ y v = [0|. Comprobar que B es una
0 1 1—14 1

base de C3 y determinar el vector de coordenadas de v respecto de la base B.

1.28 Sean p1(z) = 3(z — 1)(z — 2), p2(x) = —x(z — 2) y p3(z) = sz(z —1).
(a) Verificar que B = {p1,p2,p3} es una base de Ra[z].

(b) Observar que para cualquier polinomio p € Ra[z] el vector de coordenadas de
p respecto de la base B es

¢) Hallar el vector de coordenadas de p(z) = 22 — 2 4+ 1 en la base B.
(c) p
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1.29 Sea X = {x; : i € I,} C R un conjunto de n ndmeros reales. Para cada
i € I, sea p; € R,,_1[x] el polinomio de grado n — 1 definido por

MOTE ) gt

Ti— T
kel ki b Tk

(a) Demostrar que By := {p; :i €} es una base de R, _1[x]. 3. para cada
polinomio p de R,,_1[z] estudiar el grado y la cantidad de raices del polinomio

ra)=p) = p@) [[ ——*

X; — T ’
kel hsti 0 Tk

(b) Observar que para cualquier polinomio p € R,,_;[z] el vector de coordenadas
de p respecto de la base By es [p]®* = Y"1 | p(xi)e;, donde {e; : i € I,} es la base

;. . . B T
canénica de R™. En particular, se tiene que [z¥]Bx = [J;’f ok .. .Z‘fl] .

(c) Concluir que dados y1,...,yn € R el polinomio p € R,,_1[z] definido por

)= I =0

x
i=1 kel :k#i°

es el unico polinomio de grado menor o igual que n — 1 tal que su grafico I', :=
{(z,p(z)) : x € R} contiene al conjunto {(z;,v;) : ¢ € I,,}.

1.30 En cada uno de los siguientes casos hallar la matriz de cambio de coordenadas
de la base By = {v; : j € I,} en la base By y determinar el vector de coordenadas
de v =>7"" i x;v; en la base Bs.

(a) B; es la base canénica de R? y By es la base de R? definida por

1 3 0
B=<{|31],]5],|-5
—2| |-6| |6

(b) By = {1,7,2%} es la base canénica de Ra[z] y Ba = {p1,p2,p3} es la base de
Ry[z] definida en el Ejercicio 1.28.

(c) By = {[1 O} , [O 1] , {0 O] , {0 0 es la base canénica de R?2*2 y By es

0 0/’|0 O[’|1 0of’|0 1
1 0 1 1 1 1 1 1
2x2 : —
la base de R definida por By = {{O O] , {O O} , [1 0} , [1 1} }
1.31 Sea B; la base de R? definida por
3 -1 2
By = 0({,{01],1]9
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(a) Hallar una base Bz de R? tal que la matriz de cambio de coordenadas de la
base By en la base By sea

—_

0
Mg? =

O O Ot
O v Ot

5
9

(b) Sea € la base canénica de R3. Hallar la matriz de cambio de coordenadas de
la base € en la base By y para cada 2 € R3 determinar la expresién del vector de
coordenadas de x en la base Bs.

1.32 % Sea Vun R-espacio vectorial y sean S; y So dos subespacios de V tales
que ninguno contiene al otro. Comprobar que para cualquier pareja de vectores v
y w tales que w € S1\ Se y v € So \ Sy la recta L que pasa por w y es paralela a v

L:={tv+w:teR}

tiene un Unico punto en comun con S; y ninguno con S,. Utilizar este resultado para
comprobar que V no puede ser la unién de dos subespacios propios. En particular,
es imposible que la unién de dos subespacios sea un subespacio salvo que uno de
los dos contenga al otro.

1.33 Para las siguientes elecciones de subespacios S; y So del espacio vectorial
V, hallar una base del mayor subespacio contenido en ambos y otra del menor
subespacio que los contiene.

a) S > son los subespacios de efinidos por
(a) S1¥yS 1 bespacios de R* definidos p
S ::{[ml To X3 x4]T€R4:9:2+x3+x4:0},

T + 20 =0
822:{[1‘1 T I3 l‘4] €R4I{i;_g;4:0 }

(b) S1 y S son los subespacios de R® definidos por Sy := col(A) y Sz := nul(A),
donde A es la siguiente matriz de R%*°

-1 11 =2 1
-1 0 3 —4 2
A=|-1 0 3 -5 3
-1 0 3 -6 4
-1 0 3 -6 4

(c) S1 ¥ Sy son los subespacios de R* definidos por
Su=gen{[1 0 2 17,1 1 1 1"},

Sai=gen{[d 2 2 0]",[2 0 2 0"}
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1.34 @ [ver Ejercicio 1.26] Sean A € R**3 y B € R*** dos matrices tales que:

-1 1 2 1
AB=|1 -1 1 2
2 -2 -1 1

donde rg(B) = 2. Hallar una base del subespacio
nul(B) + {x ER*: 21 + 22 =0,23+ 24 :0}.

1.35 Sean S; y Sy los subespacios de R* definidos por

Sui=gen{[1 0 2 "1 1 1 1"},

Sq = {x€R4:3x1 —2x9 4+ 3x3 —4x4 =0, —x2 + 223 — 14 =0}.
Hallar un subespacio T de R* tal que S; @ T =S, @ T = R%. ;Es tinico?

1.36 Para cada 0 € [0, 7) sea ug € R? el vector del plano definido por
ug = [cos(h) sen(@)]T,

y sea Sg C R? el subespacio generado por el vector ug.

(a) Graficar los conjuntos del plano T y U definidos més abajo:

n J = {ug:HE {0,%’%’%’%7%""%7%}}_

» U:=Sz USax. (;Es un subespacio de R??)

(b) Comprobar que para cualquier pareja 61,60, € [0,7) tal que 6, # 05 se verifica
que

= Bg, 0, := {ug,,up, } es una base de R%.
= R?2 = Se, ® So,.

(c) Dado 6 € (0, ) representar cada v € R? en la forma v = vy + vy con vy € Sy
y vg € Sy y explicar el significado geométrico de la componente vgy. ;Qué ocurre
cuando 6 = 57




