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Reunién 12 de agosto de 2020. Curso 1.
Siempre trabajamos con A € C™*" o A € R™*" y consideramos el P.I canénico en C"
((z,y) =7"2 ) o R", ({,y) = y" ).
Pequeno recordatorio.
Formas cuadraticas

Definicién 1.

Dada una matriz A € R™" simétrica, una forma cuadratica en R™ es una funcién
Q :R" — R tal que: Q(x) = 27 Az.

Definicién 2.

Si: Q(z) = 2T Az, A € R?*? simétrica, Q : R> — R, se llama Curva de nivel k al
conjunto Cy, = {x € R? : Q(z) = k} C R?.

Si: Q(z) = 27 Az, A € R*¥3 simétrica, Q : R® — R, se llama Superficie de nivel k
al conjunto Sy = {x € R?: Q(z) = k} C R3.

Cambio de variables.

Si A € R™" es una matriz simétrica, sabemos que A es diagonalizable ortogonalmente.

Existe una matriz P € R™" ortogonal tal que A = PDPT con D = diag(\y,...,\n)
con A\ autovalor de AVi=1,...n.

Si Q(x) = 2T Az = 2" PDPTx = (2T P)D(PTz) = (PTx)' D(P'x).
Si hacemos el cambio de variables y = PTz, obtenemos:

2P Az = (2" P)D(P'z) = y' Dy
L1 1

. T2 Y2
Entoncessiz € R", x = | | | ey =

Tn Yn



)\1 0 0 Y1
0 )\2 0 Y2

yDy=[y vo -0 ) |. . ek = My 4 Ao 4 Ay
0 0 Al | Yn

Entonces 2'Ax = k <= My + \ays + ... \y2 =k cony = PTz.

La principal ventaja de este cambio de variables es que elimina los productos cruzados y
“mantiene la norma ” de los vectores, pues si y = PTz, como P es una matriz ortogonal, se
cumple [[z]| = [[y]]

r

Las formas cuadraticas se clasifican en positivas, negativas, semidefinidas positivas,
semidefinidas negativas o indefinidas, segin lo sean las matrices simétricas que las
definen.

Optimizacion con restricciones

Vamos a estudiar cémo resolver problemas en los que necesitamos encontrar el maximo y
minimo de una forma cuadratica, Q(x) = 2T Az, con una restriccién en la norma de z.

Problemas de la forma :

Hallar max T min T
[|]|?=a? Q) y HxllzzaQQ( )

También podemos escribirlo con la notacién:

Hallar max{Q(z), con ||z||* = a*} y min{Q(z), con ||z||* = a®}

Cuanda a = 1 se suele decir que es el problema estandar de optimizacién de la formas
cuadraticas.

Como siempre, empecemos por ver qué sucede en el caso mas simple, por ejemplo cuando
la matriz A, que define a la forma cuadratica, es una matriz diagonal.

Ejemplo:

Dada Q(z) = 72? — 323 4 523, nos piden encontrar el maximo, el minimo de esta funcién
sujeto a la restrecién ||z||> = 1 y los puntos dénde se alcanza.

Resolucién:



Busco el maximo de esta funciéon cuando la calculo sobre todos los puntos de la esfera de
radio 1:

T3 — 3x3 + brd < Tat + Tad + Tad < 7(2? + 23 + 23)

Entonces si ||z||* = 1, 7T2? — 323 + 522 < 7, 0 sea 7 es un cota superior del conjunto de
todos los resultados de aplicar la forma cuadratica sobre la esfera de radio 1.

Es obvio que si xjy; = +[1 0 0|7 = Q(x)) = 7. Entonces 7 es un valor del conjunto
{Q(z) : ||z||* = 1} = 7 es maximo de este conjunto. Podria quedar la duda sobre si estos son
los dos tinicos puntos donde se alcanza este valor. ; Como nos sacamos la duda? Simplemente
planteando las igualdades convenientes.

Busco todos los x € R3 tal que ||z||*> =1y Q(z) = 7, quedarfan las ecuaciones:

Tty =1 (1)
Tx] — 3x5 + 513 =T (2)

A la segunda ecuacion le restamos la primera ecuaciéon multiplicada por 7:

2 2 2

—1025 — 223 =0

Entonces, de la segunda ecuacién obtenemos que xo = x3 = 0 y reemplazando en la
primera ecuacién obtenemos r? =1 = x; = +1.

Entonces los tnicos puntos de la esfera dénde se alcanza el maximo de la funcién son
zy = +[1 0 0]
Lo mismo vamos a hacer para calcular el minimo valor de () sobre la esfera unitaria:

Tx? — 323 + bx > 322 + 323 + —322 > -3 (2] + 25 +13) = -3
T
Entonces si ||z]|? = 1, 723 — 323 + 523 > —3, 0 sea —3 es un cota inferior del conjunto
de todos los resultados de aplicar la forma cuadratica sobre la esfera de radio 1.
Es obvio que si z,in = £[0 +1 0] = Q(xy) = —3. Entonces —3 es un valor del
conjunto {Q(x) : ||z||> = 1} = —3 es minimo de este conjunto. Para ver si hay otros puntos,
planteamos:

i+ a4+ a5 =1 (3)
7x3 — 313 + 5a; = —3 (4)

A la segunda ecuacion le restamos la primera ecuacion multiplicada por —3:
x5+ a3 =1
1027 + 823 =0

De la segunda ecuacion obtenemos que x; = r3 = 0 y reemplazando en la primera ecuaciéon
obtenemos 73 = 1 = 5 = +1.



Entonces los tinicos puntos de la esfera dénde se alcanza el minimo de la funcién son
T, = +[0 1 0]T.

Otro Ejemplo super sencillo:
Veamos que pasa si alguno de los coeficientes de la diagonal se repite:

Buscamos méximo de Q(x) = 7x? + 7x3 + 23 sujeto a la restriccién ||z]|* = 1
Resolucién:

Otra vez, para buscar el maximo acotamos a derecha la funcién sin problema reempla-
zando todos los coeficientes por el méaximo:

To? + 722 + 202 < T2 + Tad + T2 =723 + 25 +23) =7
~—_— ———

=1
Otra vez el maximo serd 7. si buscamos los puntos donde se alcanza eswe maximo,
planteamos:

x]+ s+ =1 (5)
7o+ Twy + 225 =T (6)

A la segunda ecuacion le restamos la primera ecuacion multiplicada por 7:

2 2 2

—bz3 =0

Entonces, x5 = 0 y reemplazando en la otra ecuacion obtenemos:
e +a3=1

Por lo que todos los puntos donde se alcanza ese maximo son los puntos de la circunfe-
rencia definida por esa ecuacién. (Son los puntos que resultan de la interseccién del plano
de autovectores asociados a A = 7 y la esfera de radio 1.)

Tarea para el hogar hallar el minimo de ) con la restriccién ||z||* = 1

Después de estos ejemplos vemos que es sencillo resolver el problema cuando la matriz
que define la funcién cuadrética es una matriz diagonal.

Entonces, como la matriz que define a una forma cuadratica es una matriz simétrica
podemos solucionar el problema facilmente con un cambio de variables ortogonal, como el
que hicimos para sacar los productos cruzados.



A=PDP! = Q(x) =2"PDPTx = si y = PTa, 2’ PDPTz = y" Dy.
Ademés ||z|| = ||y|| porque P es ortogonal.

Por lo tanto, el problema estandar de optimizacién mgix 2T Ax y mgn 2T Az se trans-
ll]|2=1 |l=[[2=1

forma con este cambio de variable en:

méx y' Dy y min y! Dy.
llyll>=1 llyl[?=1
Con este cambio de variables se demuestra el Teorema de Rayleigh.

Resolvamos el problema de hallar el méximo de z” Az para una matriz simétrica A.

Buscamos mgix 2T Az, haciendo el cambio de variables ortogonal y = P7x , sabemos que
[|z]|?=1

debemos resolver:

Hrr‘l‘gix yT' Dy, con \;....,\,, autovalores de A.
yl|*=1

Vamos a ordenar los autovalores de mayor a menor: A\; > Ay > --- > \,. De esta manera,
Aax = max{\; : \jautovalor deA} = Ay y A\, = min{)\; : \;autovalor deA} = \,.

Ademds, si P = [vy]...|v,] es la matriz ortogonal formada por los autovectores de A y
dim(Sy, )= k, entonces {vy, ..., v} es una BON de S)—), y A1 = -+ = .

y Dy = Myi+days+ Ay < Myt AAyn = M(yi++u2) = M ylP = M= Arax.(a)
=1

Al igual que en los casos que vimos en la introduccion, es evidente que Ay 4x no es sélo
una cota superior, pues si tomamos yy; = [1 0 ...0]T obtenemos que yjj\;[ D yyr = A1. Enton-
ces A1 es el maximo valor de yT Dy.

Busquemos ahora, los puntos de norma 1 que cumplen y” Dy = \;:

Vit Y Yt Y, = (7)
MYT+ MY+ M o Ay =N 8)
A la segunda ecuacion le restamos la primera ecuacion multiplicada por A;:
Yit Attt =1
M1 = A) Y+ + A=Ay =0
<0 <0

entonces, de la ultima ecuacién sale que Y11 = -+ =y, = 0 y reemplazando en la primera
ecuacion:



yi+- =1

Entonces, en las nuevas variables obtuvimos:

méx yI Dy = A\ = A\arax |
llylI>=1

Los puntos donde se alcanza este extremo son de la forma:

yv=1[yr-- yx 0...0]T con yf +---+y2 =1

Volviendo a las variables originales podemos concluir que :

mz;xx 2T Ax = Ayax, \axmaximo autovalor de A
l|z|[?=1

(751

Ademds como y = PTz = xy = Pyy = [v1] - . Jug|visa] - - - vn)

Entonces xp; = y1v1 + - - - + yrvp con Z/% + e —l—yi =1
Encontramos el maximo de 27 Az y los puntos donde se alcanza:

max IL’TAZU = )\]V[AX'
||| [?=1

Ty = Y11 + -+ ypup con yE 4+ -+ yE =1

Antes de enunciar el Teorema de Rayleigh, recordemos la igualdad (a):

y" Dy < M|ly|[*.

Podemos escribir entonces:

o' Az = y" Dy < Mllyl]* = A ||

V A simétrica se cumple:

T 4, T A, .
z_Az S /\]\,[Ax,vw e R" — {ORn} y % = )\J\JAX S1x € S,\MAX — {ORn}

[




Hemos demostrado en definitiva, el Teorema de Rayleigh:

Teorema de Rayleigh: Si A € R™"™ es una matriz simétrica con Ayax y An los
autovalores maximo y minimo de A respectivamente y Sy,,,x v S, los respectivos
autoespacios, entonces:

» Am ||z]|* < 2T Az < Myax]|z||?, Vo € R” Desigualdad de Rayleigh.
La igualdad se cumple en los respectivos autoespacios.

, i
» max 24 = A\yax, se alcanza en & € Sy, — {Orn}.
[l=]]

z#0

P T
] m;g ﬁ = A\m, se alcanza en © € S, — {Ogn}.
X

En consecuencia, gracias a la primera desigualdad, tenemos tresueltos infinitos problemas
de optimizacion:

o mix, oA = Auaxa® ¥ Earax € Sngax N {Ilel]? = 02}
xX =a

= min 2TAz = \na? y 2, € Sy, N{||z]|]? = a?}
l2][2=a?




Ejemplo:

5 —1 0
Dada A=|-1 5 0f, si Q(z) = 2T AX, se pide hallar mdximo y minimo de Q(z)
0 06
sujeto a la restriccién ||z|| =1

Resolucién:
Ya sabemos por el Teorema de Railegh que Am||z||? < 2T Az < Ayax||z|)?, Vo € R?

Asi que buscamos autovalores de A:

(A=15) 1 0
Ps(\) = 1 (A—D5) 0 =A=6)[A=5)?2-1=0A=60(A-5)*=1
0 0 (A—06)
Obtenemos que las raices son A\; = 6 de multiplicidad 2 y A = 4 simple.
Entonces, en este caso \yjax =6y A\, =4
Los valores mdximo y minimo de la forma cuadrdtica con la restriccién ||z]]* = 1 ya los
CONOCemos:

mix Q(z) =6y min Q(z) =14

ll=|?=1 |l=[[?=1

Busquemos ahora los puntos donde se alcanza la igualdad, para eso necesitamos los res-
pectivos autoespacios:

1 10 1 0
Sy=¢ = Nul(6/ — A)=Nul [ [1 1 0| | =geng |—1{, |0
0 0 0 0 1
1
S)\:4 = gen 1
0
Si buscamos bases ortonormales de cada autoespacio, tenemos:
? 0
AR 0 base de S)—g.
0 1
L
v
% base de S)—,.
0

El mdximo se alcanza en el conjunto x € Sy—¢ N {||z|]* = 1}:

1
72 0

r=a —\% + B {0], tal que ||z||> = 1.Como los vectores son ortogonales y de norma
0 1

1, obtenemos:



1
NG 0
x = —\f 0 2 2=1
mMax =« | =5 | + 0 con o + f3 .
0 1

El minimo se alcanza en el conjunto = € Sy—4 N {||z||* = 1}:



