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Guia 3

PRELIMINARES

Sobre espacios métricos y normados

. Una distancia, o una métrica, en un conjunto X es una funciéon d : X x X —

R* que posee las tres propiedades siguientes:

a) Para z,y € X: d(z,y) =0 si, y s6lo si z = y.

b) d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € X (simetria).

¢) d(z,y) <d(z,z)+d(zvy) para todo x,y, z € X (desigualdad triangular).
La expresion d(z,y) se lee la distancia entre los puntos x e y. El par (X, d),
constituido por el conjunto A munido de una distancia, se denomina espacio
métrico.

. La nocién de distancia permite introducir la nocién de limite: se dice que la

sucesion (T, )nen converge a x, 0 que &, tiende a z, cuando

nl;rréo (x,z,) =0.

En tal caso z se llama el limite de la sucesion (T,)nen vy se denota por
lim z, = z.

n—o0
En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, K es R o C.
Una norma en un K-espacio vectorial V es una funcién || - || : V. — RT que

posee las tres propiedades siguientes:

a) |lz|| = 0 si, y sélo si, x = 0.

b) |[Az]| = |Al||z|| para todo A € K, z € V.

¢) lz+yll <llz| + |ly|| para todo =,y € V (desigualdad triangular).
Al nimero no negativo ||z|| se le denomina la norma de x y el par (V, ||-||) se
llama espacio normado. La norma de x representa la longitud del segmento
de recta [0,z] := {tx :t € [0,1]} que une a los puntos 0 y x. Notar que si

x # 0, entonces u, := ||z||~'x pertenece al subespacio generado por = y
lus| = 1.
. Todo espacio normado (V,|| - ||) se convierte en un espacio métrico, si para

cualesquiera z,y € V se define

d(z,y) = |lz —yl.
Notar que la distancia inducida por una norma posee las siguientes propie-
dades adicionales:
a) d(z,y) = d(z + z,y + z) (invarianza por traslaciones: la distancia entre
x e y no cambia si ambos puntos se someten a una misma traslacién).
b) d(Az, Ay) = |A|d(z,y) (cambio de escala por dilataciones: al dilatar am-
bos puntos por un mismo factor A, la distancia queda multiplicada por
A
¢) En particular, d(x,y) = d(z —y,0), de modo que las distancias al origen
son suficientes para conocer todas las demaés.
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Sobre espacios euclideos

6. Un producto interno en un K-espacio vectorial V es una funcién (-,-) : V x
V — K que posee las las siguientes propiedades:

(i) Paracada A e Ky z,y,z€V

1) <x + y,z) = <$7Z> + <y,z>,
2) <)‘$5y> = /\<$,y>.

(ii) (z,y) = (y,2) Va,y € V.

(iii) (z,z) >0sia #0.

7. Un K-espacio vectorial V munido de un producto interno (-, -) se llama espa-
cio euclideo y se denota por (V, (-,-)). Cuando K = R se dice que (V, (-,-)) es
un espacio euclideo real y cuando K = C se dice que (V, (-,-)) es un espacio
euclideo complejo.

8. La tabla de multiplicacién de una coleccién de vectores X = (z; : i € I,) se
llama la matriz de Gram de X y se denota por Gy

G e [<33z,33]>];gn _ 2, T1 2, T2 2, Tn,
<$n,l‘1> <J3n,l‘2> <$n7$n>

El Gramiano de X, denotado por G(X), es el determinante de la matriz Gx.
9. La matriz de Gram de una base B = {v; : i € I,,} de V determina univo-
camente al producto interno (-,-) y se llama la matriz del producto interno
(-,-) respecto de la base B.
10. Todo espacio euclideo (V, (-,-)) se convierte en un espacio normado, si para
cualquier x € V se define

]| := vz, ).

La funcién ||-]| : V — R* asi definida es una norma en V y se llama la norma
inducida por el producto interno.
11. La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que

[(z,y) < ll=[lllyll para todo =,y € V.

12. Si V es un R-espacio vectorial el dngulo 8 entre dos vectores no nulos x ey
se define mediante la férmula

_ (zy)
I llyll”

donde § € [0, w]. Notar que cosf = (ug, uy).

13. Si (y,z) = 0 se dice que los vectores x e y son ortogonales y se denota por
y L z. El conjunto de todos los vectores ortogonales a x se denota por z=,

y se llama el subespacio ortogonal a x

zti={yeV:(yz)=0}.

cos 6

En los espacios euclideos reales la condicién (y,z) = 0 implica que 6 = 7§
salvo que z =00 y = 0.
14. Obsérvese que si z # 0, entonces para todo y € V vale que

Y = (Y, ue) Uz + (Y — (Y Uz) Us) -



15.

16.

17.

18.

19.
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33

El teorema de Pitdgoras establece que si x e y son ortogonales, vale que
2 2 2
lz+yll” = ll=lI + llylI*-
Un sistema de vectores 8 = {v; : i € I} C V\ {0} se llama ortogonal, cuando
(vi,v;) =0 para todo i # j.
Obsérvese que 8 es un sistema ortogonal si, y sélo si, las matrices de Gram
de todos los subconjuntos finitos de § son diagonales.
Un sistema ortogonal de vectores {u; : i € I} se llama ortonormal, cuando
|lu;|l =1 para todo i € L
Si 'V es un conjunto no vacio de vectores, el subespacio ortogonal a 'V, deno-
tado por VI, se define por
V= {z € V: (x,v) =0 para todo v € V}
El producto interno candnico en K", (-,-) : K" x K™ — K se define por
(z,y) = y'z,
donde y* := yT es el traspuesto conjugado del vector y. Notar que y*z = z77.
El producto interno candnico en K™*™, (-, ) : K"™*" x K™*" — K se define
por
(X,Y) :=tr (Y"X),
donde Y™ := YT esla matriz traspuesta conjugada de Y. Notar que tr(Y*X) =
tr(XTY).
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EJERCICIOS

3.1 [ver Ejercicio 2.2] Sea (V, (-,-)) un C-espacio euclideo finito dimensional y sea
vg € V'\ {0} un vector arbitrario pero fijo.

(a) Comprobar que la aplicacién ¢ : V — C definida por
¢(v) := (v, vo)

es una funcional lineal de V. Describir su ntcleo e indicar la dimensién del mismo.
Observar que V = Nu(¢) ® gen{uvg}.

(b) Explicar por qué la aplicacién ¢ : V — C definida por
P(v) == (vo,v)

no es una funcional lineal de V.

@: repasar la definicion de producto interno.

3.2 Sea (V, (-, -)) un C-espacio euclideo de dimensién 2 y sea B = {v1, v2} una base
de V. Sean x = x1v1 + 2ov2 ¥ y = Y101 + Y2vo vectores cualesquiera de V.

(a) Utilizar las propiedades del producto interno para comprobar que

(z,y) = 2171 (v1,v1) + 2172 (v1,v2) + T2T1 (v2, V1) + 2272 (V2,V2) .

(b) Observar que la identidad precedente se puede escribir en cualquiera de las
siguientes dos formas equivalentes

(@y) = [11 22 [<v1,v1> <vl,vg>] [3/1} _ 7 7 [(vl,m) <’U2,’Ul>:| {xl} .

(v2,v1)  (v2,v2)| | W2 (v1,v2)  (v2,v2)] |72

(c) Notar que las identidades anteriores significan que
RT — *
(@,y) =[] Gsly]® = [y GHla]”,
donde G € C2*2 es la matriz de Gram definida por

G e {(vl,vﬁ <v1,v2)]

(v2,v1)  (va,v2)

(d) Comprobar que Gz = G% y que det(Gg) > 0.

@: repasar la definicion de producto interno y la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
¢ Qué papel juega la hipdtesis dim(V) = 22 ;Qué forma adoptaria este ejercicio si
se asume que dim(V) =n?

3.3 En cada uno de los siguientes casos, verificar que la férmula
(x,y) =y" G

define un producto interno en R2:



35

(a) G€G = {(1) (1)]’{1}2 1{2}7[\/51/2 \/51/2}’[\/?%/2 \/§1/2]}.

{
(b) GGy = {Loso Cofe]:ee(o,w)}.
{

£1l;cos0|
[e lheost @ } -96(0>ﬂ),€1>0,£2>0}.

(d)G€Q4={{Z lc)]:a>0,det{z fj >O}.

@: observar que G1 C Go C G3 = Gy y decidir en qué orden se resolverd el proble-
ma. ;Se podrdn definir otros productos internos en R%2? ;Qué significado geométrico
tienen los coeficientes de las matrices G ? ;Qué efectos tiene la eleccion de cada uno
de esos productos internos sobre los lados y el drea del tridngulo de vertices 0,eq,es?
& Qué significado geométrico tiene el determinante de G ¢

(c) GeGs =

3.4 @ Hallar todos los productos internos en R? que convierten al tridngulo de
vértices 0, €1 y e2 en un tridngulo equilatero. Utilizar alguno de ellos para calcular el
angulo entre los vectores v; = [1 1]T y vy = [71 1}T. ;,Cual es el valor del area
del triangulo de vértices 0,v; y v2? ;Cémo depende del producto interno elegido?

3.5 Sea (V, (-,-)) un R-espacio euclideo de dimensién 3 y sea
B={u;:ielz}c{ueV:|u|=1}

una base de V tal que [lu; + u;||? =2 + V3 y [|u; — u;]|> =2 — /3 para i # j.
(a) Hallar la matriz del producto interno (-, -) respecto de la base B

(b) Hallar la matriz © := [arc cos((ui,uj))]?e%y,.
JEls

(c) Construir un tridngulo rectdngulo cuyos vértices sean 0, u1, us — Aug, con A € R.
;Es tnico?

(d) Calcular el drea del tridngulo de vértices 0, u, uz.

(e) Calcular el drea del tridngulo de vértices uy, us y us.

3.6 % Sca V un R- espacio vectorial y sea (-,-) : V x V — R un producto interno
en V. Sean v1 y v2 dos vectores linealmente independientes. Demostrar que la suma
de los angulos internos del triangulo de vértices 0,v1, v es 7.

. Razén por la cual se dice que (V,(-,-)) es un espacio euclideo real.
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3.7 En el espacio euclideo de las matrices de 2 x 2 a coeficientes reales con el
producto interno candnico se consideran las siguientes matrices

ol ol

(a) Calcular las siguientes magnitudes: (A, Aa), [|A1]] v ||Az2]|, arc cos (%).

(b) Construir un tridngulo rectdngulo cuyos vértices sean Ogzxz, A1, A2 — AA;1, con
A € R. jEs tnico?

(c) Calcular el perimetro y el drea del tridngulo de vértices Ogzxz, A, As.
(d) Hallar una base ortonormal del subespacio S = gen{A4;, A2}.
(e) Hallar una base ortonormal del subespacio S*.

(f) Escribir cada matriz A € R?*? en la forma A = As + Ag. con As € Sy
Ag1 € St.

(g) Utilizar el teorema de Pitdgoras para deducir que

A~ Ag| = min[|A - BJ.
I sll = min || I

(h) Calcular la distancia de cada uno de los elementos de la base canénica de R?*?
al subespacio S.

3.8 Se considera el espacio vectorial R?*? munido con (4, B)y;, := tr(ATWB),
donde
1 1
e[

(a) Comprobar que (-, )y define un producto interno en R**2.
(b) En el espacio euclideo (]RQXQ, (-, -)W), hallar una base ortogonal del subespacio
1 1 1 0
s=eenly 1) [ 1]}
y otra del subespacio ST.
(c) Escribir la matriz
2 1
EN
en la forma A = Ag+ Ag. con Ag € Sy Ag1 € St

@:En general, jcémo debe ser la matriz W € R?*2 para que (A,B)y, =
tr(ATW B) defina un producto interno en R?*2?
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3.9 Sea (R™*™, (-, -)gnxn) €l espacio euclideo de las matrices de n x n a coeficientes
reales con el producto interno candénico

<A7 B>Rn><" = tI‘(ATB),

y sea || - ||z : R*"*™ — R™ la norma de Frobenius definida por

[All7 = 1/ {A; A)gnxn-

(a) Comprobar que si A = diag(A1, A2,..., \n) € R™ ™ es una matriz diagonal,
entonces [|Allp = />27_; AZ.
(b) Comprobar que ||A|» = HATHF para toda A € R™*".

(c) Observar que

(A, B)guxn = > (A, Baj)gn »

=1

donde (-, ). es el producto interno canénico de R”, y deducir que

n
2
JANE = 1A%,
j=1

donde || - ||g :== /(*,")gn es la norma euclidea canénica en R".
(d) Deducir que
2
14zl < Al [l=]%

para todo x € R™.

3.10 En el espacio euclideo (R™*™, (-, -)pnxx ) se considera una sucesion de matrices
(Ag)ren convergente. Comprobar que para todo x € R™ la sucesién (Axz)ren es
convergente y ademas vale que

lim Agx = <h’m Ak) T,
k— o0 k—o0

lim ||Axz|g = H < lim Ak> T
k—o0 k—o0

E

3.11 En el espacio euclideo (R3X3, (-, '>]R3X3) se considera la matriz A definida
por

0 1/2 1/2

A= (12 0 1/2
1/2 1/2 0
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(a) Usando el principio de induccién comprobar que para todo k € N vale que

1 1 1 k2 -1 -1
1 1/ 1
AF=211 1 1 +<2) -1 2 -1
3111 1] 3 1 -1 2
(b) Comprobar que
[t
lim AF=>11 1 1

(c) Calcular los siguientes limites

i (411 1)7), i (452 -1 "), dm (af -1 2 )T

k—o0 k—o0 k—o0

(d) Hallar todos los z € R? tales que limy,_, oo ||Akl'HE =1

(e) Observar que
col ( lfm A’“) = nul(A — I),
k—oo

nul ( lim Ak) =nul(A - 1)*.

k—o0

3.12 Sea {u; : i € N} un sistema ortonormal de vectores en un R-espacio euclideo
(V,(-,")). Dados v € V y n € N, se considera el problema de hallar el vector
Op, € gen{u; : i € I,,} =: U, més cercano a v.

(a) Mostrar que para todo [al as ... an]T € R™ vale que
n 2 n n
2 2
v=Y || = olP =D 0w+ (@ — (v,w))?,
i=1 i=1 i=1

y deducir de alli que el min,cy, ||[v — w]|| se realiza en el vector

n

f)n = Z <v7 u2> U,

=1

v que su valor es

n

~ 2
lo = Ball = y | [0l = > (o, u)™.

i=1

(b) Notar que n]l_}HQlo bp, = v si, y sélo si, Y oo w,u;)? = ||l
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(c) Observar que, para todo v € V y todo n € N, el vector v — ©,, € U. Deducir
de alli que V =U,, ® U} para todo n € Ny que

PU,,, (’U) = f)n

3.13 En R? con el producto interno (-, -) definido por

(x,y) =yT Gz, donde G = B ;} ,
se consideran los subespacios
Slz{xeRzle—xzzO} y ng{x€R2:x1+x2=O}.
(a) Hallar todos los z € R? tales que P, (z) = [1 1}T
igual a 1.

cuya distancia a S; sea

(b) Hallar todos los x € R? cuya distancia a S; coincide con su distancia Ss.

3.14 En R* con el producto interno canénico, sea S = gen{vy, vz}, donde

v=[ -1 0 0" yuw=[1 0 -1 0.

(a) Hallar la matriz con respecto a la base canénica de la proyeccién ortogonal de
R* sobre S.

(b) Hallar la proyeccién ortogonal de b = [1 1 1 1]T sobre el subespacio S.

(c) Calcular la distancia de b al subespacio S.

3.15 En R%*2 con el producto interno canénico consideramos el subespacio S
de todas las matrices simétricas.

(a) Dada X € R?*?, hallar la expresién de Ps(X).

(b) Hallar la proyeccién ortogonal de B = E 11] sobre S. ;Cudnto vale la dis-

tancia de B al subespacio S7

3.16 Se considera el espacio euclideo (Rz[x], (-, -)) con el producto interno definido
por

(p,q) = %/_lp(x)q(x)dx.

Calcular

.1t )
min f/ (1—@1:5—@230) dr.

ay,a2€R 1
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3.17 @ Se considera el espacio euclideo (C°°([—, 7]), (-, -)) con el producto interno
definido por

T

(fig) = f(z)g(x)dx.

—T

Calcular

min /7T (sen(z) — p(x))* dz.

pERs[z] J _ 7

3.18 [ver Ejercicio 2.25] Sea (V, (-,-)) un espacio euclideo de dimensién finita y
sea T' € L(V) una proyeccién (i.e., T? = T'). Verificar que la siguientes afirmaciones
son equivalentes

(a) T es una proyeccién ortogonal.

(b) Para todo z,y € V vale que (T'(x),y) = (z,T(y))-

(c) Para todo x € V vale que ||T'(z)]| < ||z||-

3.19 gz} Sea (R™, (-,-)) el espacio euclideo canénico. Se consideran un subespacio
S de R™ y una matriz A € R"*™ cuyas columnas son una base de S.

(a) Explicar por qué la proyeccién ortogonal Ps(v) satisface el siguiente sistema de
ecuaciones:
Ps(v) = A% para algin & € R™,
AT (v = Pg(v)) = 0.
y comprobar que & = A%v, donde A% := (AT A)~1 AT,
(b) Deducir que AA# = Ps y que A* A = Ipmxm.

(c) Concluir que d(v,S)? = ||v — AZ||%. Motivo por el cual el vector 4 se denomina
la solucion por minimos cuadrados de la ecuacion Ax = v.

@: Recordar que, por definicion, Ps(v) es el dnico vector tal que Pg(v) € S y
v— Ps(v) LS. Esto junto con el teorema de Pitdgoras es suficiente para comprobar
que d(v,S) = |lv — Bs(v)]|.

3.20 En cada uno de los siguientes casos, hallar, &, la solucién por minimos
cuadrados de la ecuacién Az = v y calcular el error cuadrético ||v — Az|%:

(a)
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3 4 11
A= -2 1]|,v=|-9
3 4 5
(c)
11 5.07
A= 1|1 2|, v= {1043
1 3 15.94

3.21 Usando la técnica de minimos cuadrados, ajustar los siguientes datos

x|-1 0 1 2 3
y|-14 -5 4 1 22

mediante una recta ¥ = ag + a1, mediante una cuadratica y = ag + a12 + asx?,
y mediante una ctibica y = ag + a1x + asx? + asx>®. ;Cudl de esas tres curvas se
ajusta mejor a los datos?

3.22 Después de estudiar el comportamiento de un cierto tipo de enfermedad
virdsica, un investigador plantea la hipétesis de que, a corto plazo, la cantidad, =,
de individuos infectados en una poblaciéon particular crece exponencialmente con
el tiempo, t, medido en dias. Es decir, postula un modelo de la forma z = ae®.
Estimar, mediante la técnica de minimos cuadrados, los pardmetros a y b, utilizando

para ello los siguientes datos observados por el investigador:

t]1 2 3 4 5
x[16 27 45 74 122

Utilizar la estimacién obtenida para predecir la cantidad de individuos infectados
al cabo de una semana.

@: & Qué transformacion convierte una funcion exponencial en una funcion li-
neal?

3.23 En cada uno de los siguientes casos, utilizar el algoritmo de Gram-Schmidt
para producir un sistema ortonormal U; a partir del conjunto linealmente indepen-
diente £; dado.

En R? con el producto interno canénico:

17 [2 21 31 [5 31 [-11 [2
co=2 12|, |1l %, co=2|ol,[4],]6] },c5=%1]0|,l0],]9
1 |3 ol lo] |7 4l 7] |11

@: & Qué modificaciones hay que introducir en el algoritmo de Gram-Schmidt si
se desea producir un sistema ortonormal a partir de un conjunto finito de vectores
cualquiera?
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3.24 Hallar una base ortogonal de R* que contenga al vector [1 2 —1 —2].

3.25 Se consideran el R-espacio euclideo (C([-1,1],R),(-,-)) con el producto in-
terno definido por

1
(f.9) = / Fa)gla)da.

y el subespacio Ra[x].

(a) Utilizar el algoritmo de Gram-Schmidt para producir una base ortonormal
{po,p1,p2} de Ra[z] a partir de la base {qo, q1,¢2}, donde

w=1q=1z q¢=71"
(b) Hallar las siguientes proyecciones ortogonales: Pg,[y](sen ), Pg,z(cos ).

(c) Calcular las distancias d(sen x, Ra[z]), d(cos x, Ra[z]).

@: Los polinomios pg,p1,p2 ast obtenidos son los primeros tres polinomios de
Legendre normalizados. Se puede comprobar que para cada n = 0,1,2, ..., el polino-
mio p, es solucion de la ecuacion diferencial de Legendre

(1— 22y —2xy’ +n(n+ 1)y =0.

3.26 Sea A € R™*™ una matriz de rango n.

(a) Comprobar que existen matrices Q € R™*" y R € R™"*"™ tales que

1. Las columnas de @ son una base ortonormal de col(A).
2. La matriz R es triangular superior y los elementos de su diagonal son posi-
tivos.

3. A=QR

@: Las columnas de @ se obtienen aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt a las
columnas de A.

(b) Comprobar que la factorizacién A = QR del inciso anterior es tnica.

3.27 Hallar la descomposicién QR de las siguientes matrices

12 2 3 5 3 -1 2
Ar=12 1|, 4,=10 4 6|, 4;=10 0 9
1 3 00 7 4 7 11

3.28 Sea (V, (-,+)) un espacio euclideo finito dimensional.

(a) Sea ¢ € L(V,K) tal que ¢ # 0. Mostrar que ¢(v) = <v, (w)w>, para cualquier
w € Nu(¢)* tal que |lw|| = 1.
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(b) Notar que ¢(w)w no depende de la eleccién de w.

3.29 En R, [z] con el producto interno

1/t
{p.a) =5 / p(x)g(x)dz
—1
se considera § : R, [x] — R la funcional lineal definida por

d(p) = p(0).
Para cada n € {1,2,3,4,5,6} hallar y graficar el polinomio p, € R,[z] tal que
6(-) = (-, pn)-

3.30 @ Sea (V,(-,-)) un R-espacio euclideo de dimensién 3. Sea & = {e1, ea,e3}
una base ortonormal fija. Para v1,vs,v3 € V se define

det(vy,va,v3) := det [[v1]®  [v2]®  [v3]®]

(a) Sean vy, vy € V. Comprobar que existe un tinico vector v1 Avy € V tal que para
todov €V

det(v1, v2,v) = (v,v1 A va).

(b) Explicar por qué v A vs es ortogonal a vy, vs.

(c) Comprobar que v1, v2 son linealmente dependientes si, y sélo si

v1 ANvg =0

(d) Sea A € R3*? ]a matriz definida por A := [[v1]®  [v2]¢]. Utilizando la descom-
posicién
3
V1 N\ vg = Z <€Z‘7U1 A ’l)2> €;
i=1

comprobar que
3

v1 ANvg = Z(—l)siiAiei,
i=1
donde A; es el determinante de la matriz de 2 x 2 que se obtiene de A eliminando
su i-ésima fila.

(e) Utilizando el resultado anterior, observar que

T Y1 T2Y3 — T3Y2
To| N |y2| = |T3y1 — T1Y3
3 Y3 T1Y2 — T2Y2

(f) Comprobar que si {u1,us,u3} es una base ortonormal de V, entonces vale que
det(uy,ug,uz) € {—1,1}. Sidet(uy,usz,u,) = 1, se dice que {u1, ug, us} es orientada
positivamente con respecto a &.



