Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 05/03/20

TEMA1

1. Dado f(xy,z) = (2yg(x), xg(x), z) con f(1,2,2) = (8,2,4), halle g(x) paraque f resulte irro-
tacional en R*y, en ese caso, calcule la circulacion de f desde A= (0,2,2) hasta B = (2,3,3) alo
largo de una curva que una a dichos puntos.

q i j ook i}
Yaque Vx f(x,y,z)=| 8/ox oloy 0/6z/=(0,0, g(x)+xg'(x)—29g(x)) =0 en R, debe ser:
2yg(x) xg(x) 2*

xg'(X)—g(x) =0 —> %:d_xx j—>In|g(x)|=In|x|+A—>|g(x)|=eA|x|—> g(x) =Cx.

Dadoque f(1,22)=(824) =g) =2=C =2 = g(x)=2x = f(xy,2)=(4xy, 2x%, z2).

Siendo f e C}(R®) e irrotacional, f admite funcién potencial en R*. Entonces la circulacién no depen-

de de la curva que se utilice. El célculo puede hacerse por diferencia de potencial o integrando a lo largo

de una curva, en este caso lo méas sencillo es integral a lo largo del segmento AB desde A hasta B .

Ecuacion del segmento X = A+u (B—A)con0<u<l — X =(2u, 2+u,2+u) con 0<u<l.
—_— %

w(u) w(u)

s 08 = [ F ) W du = [}Bu@+w), 8%, 2+)")- @211 du=[Fu’ +18u + 4ufs - %|
25u2+36u+4

2. Calcule el volumen del cuerpo H definido por: x> +y? <z <8-x*—y? +4x.
La curva interseccion de ambas superficies es:
z=x+y? _Jz=xt4y? Jz=x2+y?
C= 2 2 =302, .2 2 2 =102, .2
Z=8-X"-y +4x X“+y =8-X" -y~ +4X X“+y —-2x=4
Entonces su proyeccion sobre el plano xy, borde de la proyeccion D del cuer-
po H sobre dicho plano, es x* + y* —2x = 4 o bien (x-1)?+y?=5.

8-x2—y2+4x

Vol (D) = JﬂH dxdydz = HD dxdyj

_ _ 2 2
X212 dz _IID(S 2X°—2Yy° +4x)dxdy
Siendo D un circulo con centro en (1,0) y radio 5, aplicando el cambio de variables definido por

{x =1+rcos(d)

y=rsen(g) oM 1I(nO)|=r,resulta

Vs J5 Vg Vs
vOl(D)sz2 dé?J.OS[8—2(r2—1)]rdr:I02 [5r2—%r4]0£d9=%j02 d0 =[257)
10r-2r2

3. Calcule la masa de un alambre cuya forma es la de la curva T" dada por la interseccién de la superfi-
cie cilindrica de ecuacion x? +y® =4 con el plano de ecuacién x+z =4 con x >0, si su densidad
en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano yz.

2 2 _ .
Siendo T = {i ++zy— 4_ 4con x> 0, admite la parametrizacion X = (2cos(t), 2sen(t), 4—2cos(t))
- g(t)

con —% <t< % para asegurar x >0.
Por otra parte, la densidad es &(x,y,z) =k| x|, donde k >0 es la constante de proporcionalidad. Da-
doque x>0,|x]|=x, conlocual 5(x,y,z) =kx.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 05/03/20

Entonces, Masa = jr 5(x,,z) ds = j_”ﬁ’fza(g(t)u g'(t)|| dt , donde:

5(g(t)) = k 2cos(t), §'(t) = (-2sen(t), 2cos(t), 2sen(t)) = || §'(t)|| = 2/1+sen?(t) .
Masa = 4k '[:/chos(t) 1+sen?(t) dt = | 4kf1\/1+ u® du = 4k $[uvu® +1+senh ()],

u=sen(t

Masa = 4k[v2 + senh ()] = 4k[V2 + In(1+v2)]|

4. Sea feCY®®) con f(x,0,2)=(xz,x2,2%) y div(f(x,y,2))=2y. Calcule el flujo de f a través
de la superficie abierta = de ecuacién x*+ y*+ 2% =9 con y >0, orientada hacia y*.

Dado que f eCY(%®), agregando =,,, de ecuacion y=0 con x*+2z2<9,

ver grafico, se puede aplicar el teorema de la divergencia al cuerpo D cuya
superficie fronteraes T U X, .

fi_fndo =[] div(f)dxdyaz

[ls f-ndo+[[. f-ndo= [[[ div(f)dxdydz

Donde  simboliza = orientada hacia y*, £
orientaciones salientes de D .
La proyeccion del cuerpo contra el plano xz es Dy, definida por X2 +2°<9,

ax Simboliza X, orientada hacia y~ . Es decir, ambas

[l. fndo=[[, F(x0.2)-0-L0)dxdz=~["da[r?cos’(@)rdr =8 [ cos*(6)de =
aux Xz

2
—X
_ —%%[9+sen(29)/2](2)7r = ‘%”‘

(] div(f)axdydz = ] olxolzjo““’_xz_22 2ydy = [[, ©@-x*-2%)dxdz =

=["do[(@-r?)rdr =8 ["do =8l

Reemplazando en (#) se obtiene .Ui f-ndo —%72’ = 8—217r, de donde: .Ui f-ndo= %ﬂ :

Nota: En ambos casos, para resolver la integral doble en D,, se aplicaron coordenadas polares defi-
nidas mediante (x,z) = (rcos(®), rsen(6)).
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 05/03/20

5. La superficie = de ecuacion z = (x-1)y?+2(2—x)y+3 tiene dos puntos (A y B) donde sus rec-
tas normales (r, Yy rg) son paralelas al eje z y sea 7, el plano que contiene a dichas rectas.
Calcule el area del trozo S de 7, que tiene como bordes: r,, I', la curva interseccion de 7, con X
y el segmento interseccion de 7, con el plano xy .
Denotando g(x,y) = (x-1)y?>+2(2—x) y+3, dado que g es diferenciable por ser polindmica, la
superficie X tendrd recta normal paralela al eje z (plano tangente horizontal) en puntos
(Xo1 Yor9(Xs,Y,)) dondeVg(X,,Y,) = 0 (puntos estacionarios de g )
gx(x.y) =y’ -2y 5 fy?P-2y=0 — y=0vy=2
' . Puntos estac.:
{gy(x,y)=2(><—1)y+2(2—x) 2(x-1)y+2(2-x)=0 (¥
y=0—25202-x)=0=>x=2 > (20) , y=2—52x=0=x=0 — (0,2),

. JA=1(2,0,9(2,0)) = (2,0,3)
dedone: | B )~ 2y
Observando el esquema, es claro que el plano 7,que contiene a las rectas
ry Y Iy tiene ecuacion x+y =2. Como se expresa en el enunciado, la

superficie S de la que se pide el area es la parte de este plano entre ambas
rectas la curva C y el plano xy. Esta curva C viene dada por la intersec-

cionde X con 7z, es decir:

c :{z = (x-1)y*+2(2-x)y+3 E{z =(x+1)(2—x)2+3’ 0<x<2
X+y=2 y=2-X

La superficie S c 7, admite la parametrizacion:
X =(x,2-X,12) con (x,z)eDy,,
F(x,2)
segln se representa a la derecha, donde C,, es la proyeccion
de C sobre el plano Xz . En ese planoC,, tiene ecuacion:
z=(x+1)(2-x)*+3 con 0< x<2,
es claro que z nunca es negativa.

—

L j L
Siendo FxFj =L —1 0= (-1,-10) =I|FxF; I=+2.

O X

(x+1) (2-x)%2+3

_ 2 3 2
0 dz = /2 jo(x —3x°+7)dx

S, 2
Entonces, area(S) = J]D || Fy x F; || dxdz = ‘/Ejo dx
Xz

1yd_y3 2_
[ZX —X +7x]0_10

area(S) =102
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 05/03/20

TEMA 2

1. Dado f(xy,z) =(2z9(x), y*, xg(x)) con f(1,21) = (4,4,2), halleg(x) paraque f resulte irro-
tacional en R*y, en ese caso, calcule la circulacion de f desde A= (0,2,2) hasta B = (2,3,3) alo
largo de una curva que una a dichos puntos.

q i j Kk )
Yaque Vx f(x,y,z)=| 8/ox @aloy aloz|=(0,2g(x)—g(x)—xg'(x),0) =0 en R, debe ser:
229(x) y* xg(x)

gx)-xg'x)=0 —> %:% f—)ln|g(x)|=In|x|+A—>|g(x)|=eA|x|—>g(x) =Cx.

Dadoque f(1,21)=(44,2) > g)=2=C =2 = g(x) =2x = f(x,V,2) = (4xz, y*, 2x%).

Siendo f e C}(R®) e irrotacional, f admite funcién potencial en R*. Entonces la circulacién no depen-

de de la curva que se utilice. El célculo puede hacerse por diferencia de potencial o integrando a lo largo

de una curva, en este caso lo méas sencillo es integral a lo largo del segmento AB desde A hasta B .

Ecuacion del segmento X = A+u (B—A)con0<u<l — X =(2u, 2+u,2+u) con 0<u<l.
—_— %

w(u) w(u)

-~ 1 1
jﬁ f.ds =j0 f (W(u))-w(u)du = j0(8u(2+u), (2+u)?, 8u%)-(211)du = [P u® +18u° +4u]g=.
25u2+36u+4

2. Calcule el volumen del cuerpo H definido por: x> +y? <z <8-x*—y?+4y.
La curva interseccion de ambas superficies es:
z=x>+y? fz=x+y? |z =xP+y?
C= 2 2 =102, 2 2 .2 =102, 02
Z=8-X"-y +4y X“+y =8-xX"—-y +4y X“+y -2y=4
Entonces su proyeccion sobre el plano xy, borde de la proyeccion D del cuer-

po H sobre dicho plano, es x* +y?—2y = 4 o bien x*+(y-1)* = 5.
2_y2+4y

Vol (D) = [f,, dxdydz = [[_dxdy sz_:yz

Siendo D un circulo con centro en (0,1) y radio 5, aplicando el cambio de variables definido por

dz :.UD(8_2X2 —2y? +4y)dxdy

X = rcos(?) B _
{y =1+ rsen(g) con | ‘](r,g) | =r, resulta:

V4 J5 V4 V4
vO|(D)=j02 d9]05[8—2(r2—1)]rdr:joz [5r2—§r4]fd9:%j02 do =[257)
10r-2r2

3. Calcule la masa de un alambre cuya forma es la de la curva T" dada por la interseccion de la superfi-
cie cilindrica de ecuacién x* +y® =4 con el plano de ecuacion y+z=4 con y >0, sisu densidad
en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano Xz .

2 2 —
Siendo T = {§++zy— " 4 cony >0, admite la parametrizacion X = (2cos(t), 2sen(t), 4—2sen(t))
- 0

con 0<t < paraasegurar y>0.
Por otra parte, la densidad es &(x,y,z) =k|y|, donde k >0 es la constante de proporcionalidad. Da-
doque y>0,|y|=y,conlocual 5(xy,z)=ky.
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Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 05/03/20

Entonces, Masa = jr 5(x,y,z) ds = j(fa(g(t)n g'(t)|| dt, donde:

3(g(t)) = k2sen(t), §'(t) = (—2sen(t), 2cos(t), —2cos(t)) = ||§'(t)|| = 24/1+cos(t) .
Masa = 4k j:sen(t) 1+cos?(t) dt = | —4k'[171\/1+ u® du = —4ki[uvu® +1+senh(u)L*

=cos(t

Masa = 4k[v2 + senh ()] = 4k[V2 + In(1+v2)]|

4. Sea f eCY®®) con F(0,y,2) =(y% yz,2%) vy div(f(x,y,z)) = 2x. Calcule el flujo de f através
de la superficie abierta  de ecuacién x +y?+2z° =9 con x >0, orientada hacia x*.

Dado que f eCY(R®), agregando X, de ecuacion x =0 con y*+z% <9,

ver grafico, se puede aplicar el teorema de la divergencia al cuerpo D cuya
superficie fronteraes T U X, .

fi_fndo =[] div(f)dxdyaz

[ls f-ndo+[[. f-ndo= [[[ div(f)dxdydz

Donde ¥ simboliza T orientada hacia x*, £
orientaciones salientes de D .
La proyeccion del cuerpo contra el plano yz es Dy, definida por y* +2z° < 9.

simboliza ., orientada hacia X . Es decir, ambas

aux aux

[l. frndo=[[, f@y.2) (-100)dydz = —joz”dejjrzcosz(e)rdr - —%joz”cosz(e)de -
aux yz

2

- _%%[6+sen(219)/2]§7r = _%”'

(] div(Fydxdydz = [[ dydzjovg_yz_zz 2xdx = [[_ (9-y? ~2%)dydz =
yz yz

=["do[©@-r*)rdr =8 ["do =8

Reemplazando en (#) se obtiene .Ui f-ndo —%72’ = 8—217r, de donde: .Ui f-ndo= %ﬂ :

Nota: En ambos casos, para resolver la integral doble en Dy, se aplicaron coordenadas polares defi-
nidas mediante (y,z) = (rcos(@), rsen(d)).

M. Sassano, C. Unger, E. Zitto, R.O. Sirne Pagina 5 de 6.-



Una resolucion explicada de la evaluacion integradora del 05/03/20

5. La superficie = de ecuacion z = (y—1)x*+2(2—y)x+3 tiene dos puntos (A y B) donde sus rec-
tas normales (r, Yy rg) son paralelas al eje z y sea 7, el plano que contiene a dichas rectas.
Calcule el area del trozo S de 7, que tiene como bordes: r,, I', la curva interseccion de 7, con X
y el segmento interseccion de 7, con el plano xy .
Denotando g(x,y) = (Yy-1)x*+2(2—-y)x+3, dado que g es diferenciable por ser polinébmica, la
superficie X tendrd recta normal paralela al eje z (plano tangente horizontal) en puntos
(Xo1 Yor9(Xs,Y,)) dondeVg(X,,Y,) = 0 (puntos estacionarios de g )
{g’x(x,y)=2><(y—1)+2(2—y) 2x(y-1)+2(2-y) =0 (%)
gy(x,y) = X* —2x x2—2x=0 = x=0vx=2
x=0—25202-y)=0=>y=2 > (02) , x=2—32y=0=y=0 - (2,0),

.JA=1(02,9(0,2)) = (0,2,3)
dedond: B O e = oy
Observando el esquema, es claro que el plano 7, que contiene a las rec-
tas r, y Iy tiene ecuacion x+y = 2. Como se expresa en el enunciado,

la superficie S de la que se pide el area es la parte de este plano entre
ambas rectas la curva C y el plano xy. Esta curva C viene dada por la

interseccion de X con z,, es decir:

C :{Z:(y—l)xz+2(2—y)x+3z{z B ARG PR
X+y=2 X=2-y

. Puntos estac.: {

La superficie S c 7, admite la parametrizacion:
X =(2-y,y,2) con (y,2)eDy,
%r—/

F(y.2)
segun se representa a la derecha, donde Cy, es la proyeccion

de C sobre el plano Yz. En ese plano CyZ tiene ecuacion:

z=(y+)(2-y)*+3 con0<y<2,
es claro que z nunca es negativa.

-
Siendo Fy xF; =|-1

k
. 0 =@1L0) =||FyxF; =2
1

O

. 2 1) (2-y)?+3 2
Entonces, 4rea(s) = [[ | Fyx Fyll axaz =2 oy [0 P = V2 [y -3y? 4 7)ay
yz

[2y*-y3+7yI5=10

area(S) = 102
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