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TEMA 1 

1. Dado ),)(,)(2(),,( 2zxgxxgyzyxf =


 con )4,2,8()2,2,1( =f


, halle )(xg  para que f


 resulte irro-

tacional en 
3  y, en ese caso, calcule la circulación de f


 desde )2,2,0(=A


 hasta )3,3,2(=B


 a lo 

largo de una curva que una a dichos puntos. 

Ya que 3

2

en0))(2)()(,0,0(

)()(2

///),,( =−+==





xgxgxxg

zxgxxgy

zyx

kji

zyxf , debe ser: 

 xCxgxexgAxxgx
dx

xg

xdg Axgxgx =→=→+=⎯→⎯=→=−  )(|||)(|||ln|)(|ln
)(

)(
0)()( . 

Dado que )4,2,8()2,2,1( =f


22)1( == Cg   xxg 2)( =    ),2,4(),,( 22 zxyxzyxf =


. 

Siendo )( 31 Cf


 e irrotacional, f


 admite función potencial en 
3 . Entonces la circulación no depen-

de de la curva que se utilice. El cálculo puede hacerse por diferencia de potencial o integrando a lo largo 

de una curva, en este caso lo más sencillo es integral a lo largo del segmento AB  desde A  hasta B . 

Ecuación del segmento 10con)(

)(

−+= uABuAX

uw
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
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2. Calcule el volumen del cuerpo H  definido por: xyxzyx 48 2222 +−−+ . 

La curva intersección de ambas superficies es: 
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Entonces su proyección sobre el plano xy , borde de la proyección D  del cuer-

po H  sobre dicho plano, es 4222 =−+ xyx  o bien 5)1( 22 =+− yx . 
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Siendo D  un círculo con centro en )0,1(  y radio 5 , aplicando el cambio de variables definido por 





=

+=

)(sen

)cos(1




ry

rx
 con  rrJ =|),(|  , resulta: 
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3. Calcule la masa de un alambre cuya forma es la de la curva   dada por la intersección de la superfi-

cie cilíndrica de ecuación 422 =+ yx  con el plano de ecuación 4=+ zx  con 0x , si su densidad 

en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano yz . 

Siendo 0con
4

422






=+

=+
= x

zx

yx
, admite la parametrización 

  




)(

))cos(24,)(sen2,)cos(2(

tg

tttX −=  

con 
22
 − t  para asegurar 0x . 

Por otra parte, la densidad es ||),,( xkzyx = , donde 0k  es la constante de proporcionalidad. Da-

do que xxx = ||,0 , con lo cual xkzyx =),,( . 
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Entonces,  −
==



2/

2/
||)(||)((),,(Masa




 dttgtgdszyx


, donde: 

)cos(2))(( tktg =


 , )(sen12||)(||))(sen2,)cos(2,)(sen2()( 2 ttgttttg +=−=


. 
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2 )](senh1[414)(sen1)cos(4Masa −
−
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
 

)]21ln(2[4)]1(senh2[4Masa 1 +++= − kk . 
 

4. Sea )( 31 Cf


 con ),,(),0,( 22 zxzxzxf =


  y  yzyxf 2)),,(div( =


. Calcule el flujo de f


 a través 

de la superficie abierta   de ecuación 9222 =++ zyx  con 0y , orientada hacia 
+y .  

 

Dado que )( 31 Cf


, agregando aux  de ecuación 0=y  con 922 + zx , 

ver gráfico, se puede aplicar el teorema de la divergencia al cuerpo D  cuya 

superficie frontera es aux . 

 =
 DD

dzdydxfdnf )(div


  
 

 

 =+
 D

dzdydxfdnfdnf )(div
aux


      (#) 

Donde 


 simboliza   orientada hacia 
+y , aux


 simboliza aux  orientada hacia 
−y . Es decir, ambas 

orientaciones salientes de D . 

La proyección del cuerpo contra el plano xz  es xzD  definida por 922 + zx . 
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Reemplazando en (#) se obtiene 
2
81

4
81 =−




dnf , de donde:  
4

243=



dnf . 

 

Nota: En ambos casos, para resolver la integral doble en xzD  se aplicaron coordenadas polares defi-

nidas mediante ))(sen,)cos((),(  rrzx = . 
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5. La superficie   de ecuación 3)2(2)1( 2 +−+−= yxyxz   tiene dos puntos ( A  y B ) donde sus rec-

tas normales ( BA rr y ) son paralelas al eje z  y sea o  el plano que contiene a dichas rectas. 

Calcule el área del trozo S de o  que tiene como bordes:  BA rr , , la curva intersección  de o  con   

y el segmento intersección de o  con el plano xy . 

Denotando 3)2(2)1(),( 2 +−+−= yxyxyxg , dado que g  es diferenciable por ser polinómica, la 

superficie   tendrá recta normal paralela al eje z  (plano tangente horizontal) en puntos 

)),(,,( oooo yxgyx  donde 0),( oo


= yxg  (puntos estacionarios de g ) 





−+−=
−=

)2(2)1(2),(

2),( 2

xyxyxg

yyyxg

y

x  . Puntos estac.: 






==

=−+−

=−
)(

20

0)2(2)1(2

022 yy

xyx

yy  

)0,2(20)2(20
)(

→==−⎯→⎯=


xxy   ,    )2,0(0022
)(

→==⎯→⎯=


xxy , 

de donde:




==

==

)7,2,0())2,0(,2,0(

)3,0,2())0,2(,0,2(

gB

gA
. 

Observando el esquema, es claro que el plano o que contiene a las rectas 

BA rr y  tiene ecuación 2=+ yx . Como se expresa en el enunciado, la 

superficie S  de la que se pide el área es la parte de este plano entre ambas 

rectas la curva C  y el plano xy . Esta curva C  viene dada por la intersec-

ción de    con o , es decir: 









−=

+−+=


=+

+−+−=
=

xy

xxz

yx

yxyxz
C

2

3)2()1(

2

3)2(2)1( 22

, 20  x . 
 

 

La superficie oS  admite la parametrización: 






),(

),2,(

zxF

zxxX −=  con  xzDzx ),( , 

según se representa a la derecha, donde xzC  es la proyección 

de C  sobre el plano xz . En ese plano xzC  tiene ecuación: 

3)2()1( 2 +−+= xxz   con 20  x , 

es claro que z  nunca es negativa.  
 

Siendo 2||||)0,1,1(
100
011 =−−=−= zxzx FF
kji

FF





. 

Entonces, 
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TEMA 2 

1. Dado ))(,,)(2(),,( 2 xgxyxgzzyxf =


 con )2,4,4()1,2,1( =f


, halle )(xg  para que f


 resulte irro-

tacional en 
3  y, en ese caso, calcule la circulación de f


 desde )2,2,0(=A


 hasta )3,3,2(=B


 a lo 

largo de una curva que una a dichos puntos. 

Ya que 3

2

en0)0,)()()(2,0(

)()(2

///),,( =−−==





xgxxgxg

xgxyxgz

zyx

kji

zyxf , debe ser: 

 xCxgxexgAxxgx
dx

xg

xdg Axgxxg =→=→+=⎯→⎯=→=−  )(|||)(|||ln|)(|ln
)(

)(
0)()( . 

Dado que )2,4,4()1,2,1( =f


22)1( == Cg   xxg 2)( =    )2,,4(),,( 22 xyzxzyxf =


. 

Siendo )( 31 Cf


 e irrotacional, f


 admite función potencial en 
3 . Entonces la circulación no depen-

de de la curva que se utilice. El cálculo puede hacerse por diferencia de potencial o integrando a lo largo 

de una curva, en este caso lo más sencillo es integral a lo largo del segmento AB  desde A  hasta B . 

Ecuación del segmento 10con)(

)(
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  
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2. Calcule el volumen del cuerpo H  definido por: yyxzyx 48 2222 +−−+ . 

La curva intersección de ambas superficies es: 


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Entonces su proyección sobre el plano xy , borde de la proyección D  del cuer-

po H  sobre dicho plano, es 4222 =−+ yyx  o bien 5)1( 22 =−+ yx .  

 +−−===
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+ D

yyx

yxDH
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Siendo D  un círculo con centro en )1,0(  y radio 5 , aplicando el cambio de variables definido por 





+=

=

)(sen1

)cos(




ry

rx
 con  rrJ =|),(|  , resulta: 
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3. Calcule la masa de un alambre cuya forma es la de la curva   dada por la intersección de la superfi-

cie cilíndrica de ecuación 422 =+ yx  con el plano de ecuación 4=+ zy  con 0y , si su densidad 

en cada punto es proporcional a la distancia desde el punto al plano xz . 

Siendo 0con
4

422






=+

=+
= y

zy

yx
, admite la parametrización 

  




)(

))(sen24,)(sen2,)cos(2(

tg

tttX −=  

con  t0  para asegurar 0y . 

Por otra parte, la densidad es ||),,( ykzyx = , donde 0k  es la constante de proporcionalidad. Da-

do que yyy = ||,0 , con lo cual ykzyx =),,( . 
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Entonces,  ==





0
||)(||)((),,(Masa dttgtgdszyx


, donde: 

)(sen2))(( tktg =


 , )(cos12||)(||))(cos2,)cos(2,)(sen2()( 2 ttgttttg +=−−=


. 

1
1

12

2
1

1

1

2

)(cos0

2 )](senh1[414)(cos1)(sen4Masa −−−

=
++−=+−=+=  uuukduukdtttk

tu


 

)]21ln(2[4)]1(senh2[4Masa 1 +++= − kk . 
 

4. Sea )( 31 Cf


 con ),,(),,0( 22 zzyyzyf =


  y  xzyxf 2)),,(div( =


. Calcule el flujo de f


 a través 

de la superficie abierta   de ecuación 9222 =++ zyx  con 0x , orientada hacia 
+x .  

 

Dado que )( 31 Cf


, agregando aux  de ecuación 0=x  con 922 + zy , 

ver gráfico, se puede aplicar el teorema de la divergencia al cuerpo D  cuya 

superficie frontera es aux . 

 =
 DD

dzdydxfdnf )(div

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 =+
 D

dzdydxfdnfdnf )(div
aux


      (#) 

Donde 


 simboliza   orientada hacia 
+x , aux


 simboliza aux  orientada hacia 
−x . Es decir, ambas 

orientaciones salientes de D . 

La proyección del cuerpo contra el plano yz  es yzD  definida por 922 + zy . 
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Reemplazando en (#) se obtiene 
2
81

4
81 =−




dnf , de donde:  
4

243=



dnf . 

 

Nota: En ambos casos, para resolver la integral doble en yzD  se aplicaron coordenadas polares defi-

nidas mediante ))(sen,)cos((),(  rrzy = . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

z 

x 

y 

3 

3 3 



Una resolución explicada de la evaluación integradora del 05/03/20 
 

M. Sassano, C. Unger, E. Zitto, R.O. Sirne Página 6 de 6.- 

5. La superficie   de ecuación 3)2(2)1( 2 +−+−= xyxyz   tiene dos puntos ( A  y B ) donde sus rec-

tas normales ( BA rr y ) son paralelas al eje z  y sea o  el plano que contiene a dichas rectas. 

Calcule el área del trozo S de o  que tiene como bordes:  BA rr , , la curva intersección  de o  con   

y el segmento intersección de o  con el plano xy . 

Denotando 3)2(2)1(),( 2 +−+−= xyxyyxg , dado que g  es diferenciable por ser polinómica, la 

superficie   tendrá recta normal paralela al eje z  (plano tangente horizontal) en puntos 

)),(,,( oooo yxgyx  donde 0),( oo


= yxg  (puntos estacionarios de g ) 





−=

−+−=

xxyxg

yyxyxg

y

x

2),(

)2(2)1(2),(
2  . Puntos estac.: 





==



=−

=−+−

20
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Observando el esquema, es claro que el plano o que contiene a las rec-

tas BA rr y  tiene ecuación 2=+ yx . Como se expresa en el enunciado, 

la superficie S  de la que se pide el área es la parte de este plano entre 

ambas rectas la curva C  y el plano xy . Esta curva C  viene dada por la 

intersección de    con o , es decir: 
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, 20  y . 

 
 

La superficie oS  admite la parametrización: 






),(

),,2(

zyF

zyyX −=  con  yzDzy ),( , 

según se representa a la derecha, donde yzC  es la proyección 

de C  sobre el plano yz . En ese plano yzC  tiene ecuación: 

3)2()1( 2 +−+= yyz   con 20  y , 

es claro que z  nunca es negativa.  
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Entonces, 
  
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