TRANSFORMACIONES LINEALES
1 – EXPRESIÓN PARA EL GIRO DE UNA TERNA.


1.1. Expresión de un versor e en términos de los versores i, j, k de una terna dada.

e = cos (e ; i) i + cos (e ; j) j + cos (e ; k) k
1.2. Expresión de los versores i' ; j' ; k' de una terna x' ; y' ; z'  girada respecto de la terna fija x ; y ; z.
Notación a utilizar para los cosenos directores:

aij
en la que i' individualiza al eje i' girado y j individualiza al eje j sin girar.
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Del mismo modo:
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La matriz 
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, cuyos elementos son cosenos directores, es una matriz tal que aplicada a los versores i, j, k de una terna proporciona los versores i', j', k' de la terna con otra orientación en el espacio. Los nuevos versores, por ser los de una terna ortogonal, deben cumplir las siguientes propiedades:

De NORMALIZACIÓN: Los versores deben ser de módulo unitario

i'.i' = j'.j' = k'.k' = 1

De ORTOGONALIDAD: Los versores deben ser perpendiculares entre sí

i'.j' = i'.k' = j'.k' = 0

que se traduce en las siguientes relaciones:

ax'x2 + ax'y2 + ax'z2 = 1

ay'x2 + ay'y2 + ay'z2 = 1

az'x2 + az'y2 + az'z2 = 1

ax'x.ay'x + ax'y.ay'y + ax'z.ay'z = 0

ax'x.az'x + ax'y.az'y + ax'z.az'z = 0

ay'x.az'x + ay'y.az'y + ay'z.az'z = 0

a) o sea, seis ecuaciones de restricción entre nueve variables, lo que da tres variables libres.

Las matrices cuyos elementos cumplen estas condiciones se denominan ORTOGONALES y gozan de las siguientes propiedades:

b) La inversa de una matriz ortogonal es igual a su transpuesta:  [A]-1 = [A]t
[NOTA: La inversa de una matriz se calcula reemplazando a cada elemento por su adjunto y trasponiendo. El adjunto de un elemento aij es el determinante que resulta de suprimir en la matriz dada la fila i y la columna j a las cuales dicho elemento pertenece, multiplicando a ese determinante por (-1)i+ j].

c) El determinante de [A] es ± 1. Para las matrices que expresan giros de ternas sólo es válido el signo positivo.

d) El producto de dos matrices ortogonales es otra matriz ortogonal.

Ejemplo: Cálculo de la matriz [(] que expresa el giro de una terna un ángulo ( alrededor del eje z:

ax'x = cos (;
ax'y = cos (90º - () = sen (;
ax'z = cos 90º = 0

ay'x = cos (90º + () = -sen (

ay'y = cos (
ay'z  = cos 90º = 0

az'x = cos 90º = 0

az'y = cos 90º = 0
az'z = cos 0º = 1

Por lo tanto resulta:
[(] = 
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Es fácil comprobar que det [(] = 1 y que [(] -1 = [(] t
De igual modo, pueden calcularse las matrices ortogonales [(] y [(] que expresan rotaciones ( y ( alrededor de los ejes x e y respectivamente:

[(] = 
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[(] = 
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Ejercicios 1, 2, 3 y 4
2 – CAMBIO DE COORDENADAS DE UN VECTOR POR GIRO DE LA TERNA

Sean las ternas T (x; y; z) y la T' (z'; y'; z') , con origen común, estando la segunda girada respecto de la primera, tal como muestra la figura. Y sea [A] la matriz ortogonal que expresa dicho giro.

Las expresiones cartesianas de un vector V respecto de cada una de esas ternas están dadas por:

respecto de T:

V = vx i + vy j + vz k
respecto de T':  
V = vx' i' + vy' j' + vz' k'
Reemplazando en la primera de ellas a i; j; k en función de i'; j'; k'
V = vx.(ax'x i' + ay'x j' + az'x k') + vy.(ax'y i' + ay'y j' + az'y k') + vz.( ax'z i' + ay'z j' + az'z k') =

    = (vx.ax'x + vy.ax'y + vz.ax'z) i' + (vx.ay'x + vy.ay'y + vz.ay'z) j' + (vx.az'x + vy.az'y + vz.az'z) k'
verificándose:
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(1)

Vemos que la aplicación de la matriz ortogonal [A] al vector de las componentes respecto de una terna del vector V, proporciona las componentes del mismo vector V, pero respecto de la terna girada.

De esta forma podemos calcular como cambian las componentes de un vector cuando la terna de referencia cambia de orientación, conociendo la matriz ortogonal que expresa dicho cambio.

Supongamos ahora que, a continuación del giro [A] anterior, la terna realiza un nuevo giro dado por la matriz ortogonal [B]. Las nuevas componentes de V se obtendrán por:
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Teniendo en cuenta (1), puede escribirse:
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Llamando [C] = [B].[A], resulta:

[v''] = [C][v]

Conclusión: La matriz ortogonal que expresa la orientación final de una terna luego de varios giros sucesivos, se obtiene premultiplicando la matriz ortogonal de cada giro por la matriz ortogonal del giro sucesivo.

Ejercicios 5, 6 y 7
3 – TRANSFORMACIÓN DE UNA MATRIZ POR GIRO DE LA TERNA.

En muchas aplicaciones se utilizan matrices cuyos elementos expresan magnitudes físicas y están relacionadas con una terna en una determinada orientación en el espacio. Ejemplo de ello son las tensiones alrededor de un punto en el interior de un cuerpo, las deformaciones correspondientes y las matrices de inercia.

Al cambiar la orientación de la terna de referencia, también cambiarán los elementos de la matriz. En lo que sigue, se expondrá la forma de calcular sus nuevos valores.

Supóngase que un vector [W] se obtiene de aplicar una matriz [M] a un vector [U]:
[W] = [M].[U]

Los elementos de [W], [M] Y [U] dependen de la terna de referencia de versores i, j, k.
Supóngase que la terna gira, siendo ahora i', j', k' sus versores y estando expresada su nueva orientación por la matriz [A].

Llamaremos [W*] Y [U*] a las nuevas componentes de los vectores W y U respecto de la terna girada. 

Se tendrá:
[W*] = [A].[W]

(2)



[U*] = [A].[U]

(3)

Reemplazando en (2) a [W] por su expresión
[W*] = [A].[M].[U]
(4)

Pero, despejando [U] de (3):
[U] = [A]t.[U*]   y reemplazando en (4)

[W*] = [A].[M]. [A]t.[U*]

Como la relación entre [W*] y [U*] es de la forma
[W*] = [M*].[U*]

en la que [M*] es la nueva expresión de [M] referida ahora a la terna girada, se concluye que:

[M*] = [A].[M].[A]t
Esta transformación se denomina de SEMEJANZA. Se verifica que la traza de la matriz (suma de los elementos de la diagonal principal) es invariante respecto de las transformaciones de semejanza. Es decir:

mxx + myy + mzz = m*xx + m*yy + m*zz
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