Algebra IT (Curso 23)
Segundo cuatrimestre, 2021
NOTAS EN LA EMERGENCIA SANITARIA:
BORRADORES PARA LA CLASE DEL 4 DE OCTUBRE
Sebastian GRYNBERG

El 1inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.

H. G. OESTERHELD

INDICE

1. Transformaciones lineales

1.1. El espacio vectorial de las transformaciones lineales
1.2.  Composicién de transformaciones lineales

2. Representaciones matriciales

2.1. Matriz de una transformacién respecto de dos bases
2.2. (Cdlculo del nicleo y de la imagen

2.3. El espacio vectorial de las transformaciones lineales
2.4.  Composiciones

2.5. Cambio de bases

o O O kN NDN NN



1. TRANSFORMACIONES LINEALES

1.1. El espacio vectorial de las transformaciones lineales.

Notacidon. El conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W se denota
por L(V, W)

LV, W) := {T € WY : T es una transformacién lineal de V en W} .
En el caso en que W =V, en lugar de escribir £L(V,V) escribiremos L£(V).

Nota Bene. Si definimos la suma vectorial 4+ : L(V, W) x L(V, W) — L(V, W) y la
multiplicacién escalar - : K x L(V, W) — £(V, W) mediante las operaciones punto
a punto

(Th + To)(v) = Ti(v)+Te(v) paratodov €V,
(a-T)(v) = aT(v) paratodov eV,

el conjunto L£(V, W) se convierte en un K-espacio vectorial, cuyo vector cero es la
transformacion lineal nula Owv : V. — W definida por

Oy (v) := Ow para todo v € V.

1.2. Composicion de transformaciones lineales.
Sean V, W y U tres K-espacios vectoriales. Si Th € L(V,W) y Tb € L(W,U), la
composicion de Ty con Ty es la aplicacion
TooT:V—=TU
definida por
(Ty 0 T)(v) := To(T1(v)).
La composicion de Ty con T7 también es una transformacién lineal porque
(Ty o Th)(avy + va) = To(T1(avy + va))
= To(aTi(v1) + T1(v2))
= aT(T1(v1)) + To(T1(v2))
=a(Ty o T1)(v1) + (Ta o T1)(v2).

2. REPRESENTACIONES MATRICIALES

Comentario. En el corazén del dlgebra lineal esta el reconocimiento de que la
teoria de las transformaciones lineales de dimension finita es esencialmente la misma
que la teoria de las matrices.

2.1. Matriz de una transformacion respecto de dos bases.

Sea V un K-espacio vectorial de dimensiéon n y sea W un K-espacio vectorial
dimensién m. Fijamos B = {v;:j€I,} y B’ = {w; :i €1L,} bases de Vy W,
respectivamente, y consideramos una transformacién lineal 7' de V en W.

. T
Para cada vector v € V sabemos que si [v]® = [ml e an} , entonces

T(v) =Y a;T(v)).
j=1
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Utilizando que la aplicacién de W en K™ definida por w — [w]®’ es una transfor-
macién lineal, obtenemos que

B’

7)) = lejmj) :lej [T (0;)]™

= [0 - )]
Nota Bene. Nétese que si A € K™*" es una matriz tal que [T'(v)]®" = A[v]® para
todo v € V| entonces A = [[T(vl)]gl [T(vn)]gl] En efecto, como para todo
j €1, vale que [v;]® = ¢;, tenemos que [T'(v;)]®" = Ae; = A,;. O

Definicién 2.1. Sea T € L(V,W). La matriz de T con respecto a las bases B y B’
es la matriz [T]%' € K™*" definida por

(1) T = 0™ - )]

En palabras, la j-ésima columna de la matriz de T con respecto a las bases B y B’
es el vector de coordenadas, respecto de la base B', de la imagen por T del j-ésimo
vector de la base B.

Teorema 2.2. Sea T € L(V,W), y sean B y B’ bases de V y W, respectivamente.
Para cada v € V, la accion de T sobre v estd determinada por la multiplicacion
matricial en el siguiente sentido

(2) [T()]* = [T]3 [v]".

m
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FicGura 1. Matriz de una transformacién lineal respecto de las
bases B y B'.
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Ejemplo 2.3. Sea V un K- espacio vectorial de dimensién n. Sean By = {v, : j € L, }
y Bo dos bases de V, y sea Iy € L£(V) la transformacién lineal identidad de V. La
matriz de Iy respecto de las bases By y Bs es la matriz de cambio de coordenadas
de la base B; en la base B,. En efecto,

W52 = [Mv(w)]®2 - [Iy(vn)]2)
= [[01}932 [Un](Bz} — Mgf‘

O

Ejemplo 2.4. Sean € y &' las bases candnicas de K™ y K™, respectivamente, y
sea T € L(K",K™). Sabemos que para cada = € K" vale que T(z) = Arz, donde
Ap € K™*™ es la matriz definida por

AT = [T(el) cee T(en)] .

Pero como [z]¢ =z y [T'(z)]¢" = T(x) esto significa que [T'(z)]¢" = Ar[z]¢, y como
ademaés la matriz de T respecto de las bases € y &€ es unica, se concluye que

18 = [T(er) - Tlen)].
O

Ejemplo 2.5. Sea & = {1, 2,22, 23} la base canénica de R3[z] y sea T € L (R3[z])
la transformacién lineal definida por T'(p) := p + (1 — x)p’. Hallar [T¢, la matriz
de T con respecto a la base €&.

Por definicién,

De
« T(1)=1+(1—2)0=1,
s T(z)=z+(1—2)1=1,
» T(2%) = 2% + (1 — 2)20 =22 — 22,
» T(23) = 2% + (1 — 2)322 = 322 — 223,

se deduce que

11 0 0
e 000 2 0
Tle=1g 0 -1 3

00 0 -2

2.2. Calculo del nticleo y de la imagen.

Sean V un K-espacio vectorial de dimensién n, W un K-espacio vectorial dimen-
sion m, y T € L(V,W) una transformacién lineal de V en W. Fijamos una base
B ={v;:j€l,} de Vyunabase B' = {w; : i € I,,} de W. Designamos mediante
®5 y g a sus respectivos isomorfismos de coordenadas.



Nota Bene. Nétese que por (2) es inmediato que

(3) T(v) =w < [T]5 [t]" = [w]®"

En consecuencia,

(4) T (w) = B! ({a: cK": T8¢ = [w]B/}) .

Lema 2.6. Vale que

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 2.7. Vale que

1. T es monomorfismo si, y sélo si, nul ([ ]g) = {0}.

2. T es epimorfismo si, y sdlo si, col ([ 12 ) K™,

/
3. T es isomorfismo si, y sdlo si, [T)% es inversible.

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 2.8. Sea T € L (R3) la transformacién lineal considerada en el Ejemplo
2.5

(a) Hallar nul ([T]%) y col ([T]%).

Aplicamos el método de Gauss-Jordan a la matriz [T]§ para obtener su forma
escalonada por filas reducida,

[T]§ ~

o O O
SO O
oo = O
o= O o

Esto significa que
nul (7)) = {z e R*: [T)ix =0} = {z € R* 1 21 = 29, 33 = 24 = 0}
—gen{[1 -1 0 0]"},

col (7)) =gen {[1 0 0 0,0 2 =1 0" o 0 3 2"}

(b) Hallar Nu(T") e Im(T).
Como € es la base candnica de Rs[z] tenemos que
Nu(T) = &, " (nul ([T 5)) =gen{l —x},
Im(T) = @ (col( 2)) =gen{1,2z — 2%, 32> — 22°} .



2.3. El espacio vectorial de las transformaciones lineales.

Lema 2.9. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea W un K-espacio
vectorial dimension m. Fijamos B = {v;:j€l,} y B ={w;:i€l,} bases de V
y W, respectivamente. Para cada Ty, Ty € LIV, W), y para cada a € K vale que

(5) T+ Tol3 = R+ (T2)5

(6) la- T3 =a- (T3

En otras palabras, la aplicacion @%l : LV, W) — K™*™ definida por
™) o8 (T) = [T)3

es una transformacion lineal.

Demostracion. Ejercicio. (I

Teorema 2.10. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y sea W un K-espacio
vectorial dimension m. Vale que

L(V, W) ~ K™,

Demostracion. Fijamos B = {v; : j€l,} y B’ = {w; :i € I,,} bases de V.y W,
respectivamente, y consideramos la transformacién lineal @%/ de L(V, W) en K™*"
definida en el Lema 2.9.

Esta claro que Nu (@%) = {Oyv }. Consecuentemente, @%' es un monomorfismo.

En lo que sigue vamos a construir transformaciones lineales T;; € L(V, W) tales
que para cada i € [,, y cada j € [, valga que
o35 (T;) = By,
donde {E;; : i € I,,,5 € I,} es la base candnica de K™*™. Para eso basta definir Tj;
sobre la base B:

w; sik=yj,
Tl’j(”’“):_{o sik .

Como
Im (cp%’) > gen{¢£’(nj) i€, j € Hn} —gen{Ey :i€ly,jel,}=K™"

/ .
se concluye que @% es un epimorfismo. (I

2.4. Composiciones.

Lema 2.11. SeanV, W y U tres K-espacios vectoriales de dimension finita. Si Ty €
LV,W) yTy € LW,U), y si B,B y B” son bases de V,W y U, respectivamente,
entonces To o Ty € L(V,U) y

(8) [oTh3 = [Te)3 T3 .

Demostracién. Por definicién, sabemos que la columna j de la matriz [T o Tl]%”
es [(Ta o T1)(v;)]®", donde v; es el j-ésimo vector de la base B:

(T 0 Ta) ()] = [Ta(Tx ()]



Por otra parte, la columna j de la matriz [T3)3, [T1]5 es [Ta]3, [T1(v;)]®':
[T2]5 [T1(v)]® = [Ta(T1 ()"
(]

Corolario 2.12. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita y sea
T € L(V,W) es un isomorfismo. Si B y B’ son bases de V y W, respectivamente,
entonces

(9) 8 = ()

Demostracion. De la identidad T—! o T = Iy, y utilizando el resultado del lema
anterior, se deduce que

I=[T""oT]g = T3 [T]3 -
/ A -1
Por lo tanto, [T]% es inversible y su inversa es ([T]% ) =[T7Y3,. O
Ejemplo 2.13. Sea T : Ry[z] — Rq[x] la transformacién lineal definida por
T(p)=p—p"
(a) Comprobar que T es un isomorfismo.

El nicleo de T es el subespacio nulo porque las soluciones de la ecuacion dife-
rencial ¢/ = y tienen las forma y = ae® con a € R. Entre esas, la tinica que es un
polinomio, es y = 0. Como T es un monomorfismo de Ry[z] en s{ mismo, se tiene
que T es un isomorfismo.

(b) Hallar [T¢, la matriz de T con respecto a la base canénica & = {1,z,2%} de
RQ [.’L‘}

Por definicién, tenemos que [T]g = [[T(l)]g [T(;p)]‘g [T(ﬁ)] 8}. De los resul-
tados, T(1) =1, T(x) =2 — 1, y T(2?) = 2? — 2z, se deduce que

1 -1 0
mé=10 1 -2
0 0 1

(c) Hallar [T~1]&, la matriz de la inversa de T con respecto a la base canénica de

I L 11 2
[T e = (1) =0 1 —2f =10 1 2
0 0 1 00 1

(d) Sea ¢ = by + bz + box?. Hallar el vector de coordenadas de T~'(q) en base
candnica de Ra[z].

Usamos que [T1(q)]¢ = [T71&[q)¢ = ([T]g)fl [q]¢ v obtenemos que



11 2] b bo + by + 2by
T =10 1 2| |bi| =] b1+2b
00 1| |by b

(e) Sea q¢ = by + by + box?. Hallar la expresién de T~ '(g) en base canénica de
RQ [x}
Tﬁl(Q) = (bo + b1 + 2ba) + (b1 + 2bg)x + byz?.

2.5. Cambio de bases.

Teorema 2.14. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita. Sean
By, By dos bases de V, y BY, B, dos bases de W. Si T € L(V, W), entonces

B/ BB B
(10) (T35 = My? [T5 My, .

T
V W

¥ B Ko e
) M M A
oxm mxnm
[T Y

Demostracion. Observar que T = Iy o T o Iy, utilizar dos veces el resultado del
Lema 2.11, y para concluir utilizar el resultado del Ejemplo 2.3:
B B B B B B’ B B Bl B
[T}gg =[lwoTo IV}gz =[lwo T]gf[IV}B; = [IW]Bf[T]Bi [IV]B; = Mgf[T]giMB;
|

Ejemplo 2.15. Sea T € L(Rz[z],R?) la transformacién lineal definida por

1 1 -1

Mg =|-1 1 1],
1 3 -1



donde B es la base Ry[z] definida por

B:{1@—4Xm—mf%x—nu—3x

1
: ja-2@-3],

y € es la base de R? definida por

1 2 2
e=<{|-2{,12], |-1
2 1| |-2

(a) Analizar las propiedades de T'.

Aplicamos el método de Gauss-Jordan a la matriz [T]$ para obtener su forma
escalonada por filas reducida,

10 -1
1%~ 10 1 0
00 0

Esto significa que
nul ([T]%) ={zeR®: TSz = 0} ={zeR®: 2y = x5, 2, =0}
—gen{[1 0 1]"},
col ([T)5) = gen{[l -1 1}T, 11 S]T}.
Lo que en términos del nucleo y la imagen de T se traduce de la siguiente manera
Nu(T') = gen {;(x —1)(x—2)+ %(x —2)(x — 3)}

= gen {(z — 2)2} = gen {x2 — 4z +4},

1 2 2 1 2 2
Im(T) =gen< [—2| — |2| + |—-1|, |-2|+ [2| +3|—1
| 2 1 -2 2 1 -2

(1] [9

= gen =5, [-3

-1 -3

En particular, como Nu(T') # {0}, T no es un monomorfismo, y como Im(T’) # R3,
T no es un epimorfismo.

(b) Hallar la matriz de T con respecto a la base candnica de Ry[x] y la base C de
R3.

Utilizamos una variante de la férmula (10):
71§ = [T)5M¢ .

Como la base B es la base de polinomios de Lagrange que corresponde a muestrear
en los puntos 21 = 3,22 = 2,21 = 1, sabemos que [p]® = [p(3) p(2) p(l)}T, y
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en consecuencia

1 39
M2 =1 2 4
111
Por lo tanto,
11 -1 39 1 4 12
TE=1{-1 1 1|1 2 4/=|1 0 —4
1 3 —1] |1t 11 3 8 20

(c) Hallar la matriz de T con respecto a la base B de Ry[z] y la base candnica de
R3.

Utilizamos una variante de la férmula (10):

12 271 1 -1 1 9 -1
1% =MEMS =|-2 2 1| |-1 1 1|=|-5 -3 5
2 1 -2/ |1 3 -1 -1 -3 1

(d) Hallar la matriz de T con respecto a las bases canénicas de Ra[z] y R3.

Utilizamos una variante de la férmula (10):

1 9 —-17[t 3 9 9 20 44
M6 = MEMSME =|-5 -3 5| |1 2 4| =|-3 —16 -52
-1 -3 1| |t 1 1 -3 -8 -20

(e) Hallar la imagen por T del subespacio gen {—1 + 2z, 20 — 3m2}.

La imagen por T del subespacio S = gen {71 + x, 22 — 3x2} es el subespacio
generado por {T'(—1+ z),T(2z — 32?)}. Como

9 20 447 [-1 11
T(-1+xz)=[T§[-14+21*=|-3 —-16 —52| | 1| =|-13],
-3 -8 20| |0 -5
9 20 447070 —92
T2z —32%) = [T)8[22 — 324 = | -3 —16 —52| | 2 | =|124],
-3 -8 -20||-3 44

aplicando el algoritmo espacio filas a los dos vectores que aparecen del lado derecho
de las ultimas igualdades, se obtiene que la imagen por T del subespacio S es el

subespacio generado por{[l 0 —%}T,[O 1 %]T}

(f) Hallar la preimagen por T' del subespacio U = gen { [—3 1 1]T}.

Por definicion,
T (U) = {p € Ra[z] : T(p) € U}

—lpeRol]): T) =a[-3 1 1"

,aGR}.
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Ahora bien, dado a € R, tenemos que
T
Tp)=a[-3 1 1] < [T)ip°=a[-3 1 1]

Escribiendo p = by + bz + baz?, donde by, by, bs € R, la tltima ecuacién adopta la
forma

T

9 20 44 b() —3a
-3 —-16 —-52| |[bi| = | a
-3 =8 —=20]| |bo a
Reduciendo el sistema mediante el método de Gauss-Jordan se obtiene que
1 0 —4] [bg —a/3
01 4 b | = 0
0 0 O b 0

En consecuencia,
by = —% T dby, by = —4b,.
Por lo tanto,

T-4U) = {(-% +4b2> — Aboz + boa? s a,by € R} —gen{l, 4 — 4z + z*}.

Resultado que, visto desde un enfoque tedrico mas o menos experimentado, podria
decirse que es evidente. (I



