Algebra IT (Curso 23)
Segundo cuatrimestre, 2021
NOTAS EN LA EMERGENCIA SANITARIA:
BORRADORES PARA LA CLASE DEL 13 DE SEPTIEMBRE
Sebastian GRYNBERG

El iinico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.

H. G. OESTERHELD

INDICE
1. Sistemas de vectores (las dos caras de Jano) 2
1.1. Sistemas de generadores minimales 2
1.2. Sistemas linealmente independientes maximales 2
1.3. DBases 3
2. Bases en espacios vectoriales finitamente generados 3
2.1. Lema de sustitucién de Steinitz 4
2.2. Bases de espacios vectoriales finitamente generados 6
2.3. Espacios vectoriales finito dimensionales 7
3. Técnicas 7
3.1. El método de eliminaciéon de Gauss 7
3.2. Forma escalonada por filas 8
3.3.  El método de eliminacién de Gauss-Jordan 9
3.4. Forma escalonada por filas reducida 10



1. SISTEMAS DE VECTORES (LAS DOS CARAS DE JANO)

1.1. Sistemas de generadores minimales.
La semana pasada demostramos los siguientes resultados.

Lema 1.1 (Eliminacién). Sea V un K-espacio vectorial y sea § un subconjunto no
vacio de V. Si algin vector v de G es combinacion lineal de otros vectores vy, ..., v,
de G, entonces

gen(§ \ {v}) = gen(9).

Lema 1.2 (Minimalidad e independencia lineal). Sean V un K-espacio vectorial,
S un subespacio no nulo de V. y G C V un sistema minimal de generadores de S.
Entonces G es un conjunto linealmente independiente.

Nota Bene. Notese que si L C V es un conjunto linealmente independiente que
no genera V, podemos agrandar el subespacio generado por £ agregando un vector
v del complemento de gen(£). Este procedimiento conserva la independencia lineal
del sistema de generadores.

1.2. Sistemas linealmente independientes maximales.

Lema 1.3. Sean V un K-espacio vectorial y L C 'V un conjunto linealmente inde-
pendiente. Consideramos un vector v ¢ L. Vale que

(a) Siv e gen(L), entonces LU {v} es linealmente dependiente, y
gen (L U {v}) = gen(L).

(b) Siv ¢ gen(L), entonces LU {v} es linealmente independiente, y
gen(L) S gen(L U {v}).

Demostracion.

Parte (a). Si v € gen(L), entonces v es una combinacion lineal de vectores de £:
existen vectores vy, ...,v, € £ y escalares a1, ..., a, tales que

V=a1v] + - QpUp.

De ahi que

0=(-1v+avy + -+ anv,.
En palabras, 0 es una combinacién lineal no trivial de los vectores v, v1, ..., v, (no
es trivial porque el coeficiente —1 que multiplica a v no es cero. Importa tener en
cuenta que dado que v ¢ L, este coeficiente —1 no puede ser cancelado por ninguno
de los v;). Por lo tanto, £ U {v} es linealmente dependiente.

Ademés, como v es una combinacion lineal de vq,...,v,, cualquier combinacién
lineal de v y vy,...,v, se puede volver a expresar como una combinaciéon lineal
que solo involucra a los vectores vy, ..., v,. Por lo tanto, gen(£ U {v}) no contiene
ningtin otro elemento adicional que ya no pertenezca a gen(£). Por otro lado, cada
elemento que pertenece a gen(£L) también pertenece a gen(L U {v}). Se concluye
que gen(L U {v}) y gen(L) tienen exactamente los mismos elementos, es decir,
gen(L U {v}) = gen(L).



Parte (b). Ahora v ¢ gen(L). Estd claro que gen(L U {v}) contiene a gen(L).
También estd claro que a gen(L U {v}) le pertenece el vector v que, por otra parte,
no pertenece a gen(£). Asi que gen(L U {v}) \ gen(£) # 0.

Ahora vamos a demostrar que £ U {v} es linealmente independiente. Si no lo
fuese, hay una manera no trivial de representar al vector 0 como una combinacién
lineal de v y algunos vectores v1,...,v, de £:

O0=av+aivi +- 4+ apvy,.

Si a = 0, estariamos escribiendo al 0 como una combinacién lineal no trivial de
los vectores vy, ...,v, de L, pero esto ultimo contradice la hipétesis de que £ es
linealmente independiente. Por lo tanto, a # 0. Pero entonces podemos despejar v
y concluir que

ai Gnp
V= U == Uy,
a a
que dicho en palabras, significa que v es una combinacién lineal de vy, ...,v,. En
consecuencia, v € gen(£), una contradiccién con el punto de partida. Por lo tanto,
L U {v} es linealmente independiente. O

Definiciéon 1.4. Sea V un K-espacio vectorial y sea L un subconjunto no wvacio
de V. Se dice que L es un sistema linealmente independiente maximal si £ es
linealmente independiente y la relacion L C M implica que M no es linealmente
independiente.

Lema 1.5. Sea V un K-espacio vectorial y sea £ un subconjunto no vacio de V. Si
L es un sistema linealmente independiente mazimal, entonces V = gen(L)

Demostracion. Se deduce inmediatamente de la proposicién (b) del Lema 1.3.
Porque si gen(L) # V, existe un vector v € V \ gen(L), y entonces £ U {v} es
linealmente independiente, lo que contradice la maximalidad de L. [

1.3. Bases.

Definicién 1.6. Sea V un K-espacio vectorial. Una base de V es un sistema de
generadores minimal de V.

Teorema 1.7 (Teorema de caracterizacién). Sea B un conjunto de vectores de V.
Las siguientes propiedades son todas equivalentes entre si:

1. B es linealmente independiente y genera V.

2. B es un sistema minimal de generadores de V.

3. B es un conjunto linealmente independiente mazimal.

4. Cualquier vector v € V se puede descomponer de manera unica como una
combinacion lineal de vectores B.

2. BASES EN ESPACIOS VECTORIALES FINITAMENTE GENERADOS

Definiciéon 2.1. Sea V un K-espacio vectorial no nulo. Se dice que V es finitamente
generado, si existe un subconjunto finito G C 'V tal que V = gen(g).

Teorema 2.2 (Existencia de bases). Sea V un K-espacio vectorial finitamente
generado. Entonces V posee una base.



Demostracion. Vamos a demostrar este teorema razonando inductivamente sobre
el nimero de elementos de un sistema de generadores §. La hipétesis inductiva
es la siguiente: Si un espacio vectorial finitamente generado posee un sistema de
generadores G, de n elementos, entonces posee una base.

Paso 1. Si V = gen{v; }, donde v; # 0, entonces cualquier elemento no nulo de
V es una base de V.

Paso Inductivo. Sea V un K-espacio vectorial que tiene un sistema de genera-
dores

9 = {U17 e aUn7UTL+1}7
donde los vectores vy, ..., v,41 son distintos dos a dos.
Si existe un indice ¢ € {1,...,n + 1}, tal que v; es combinacién lineal de los

restantes v;, entonces, de acuerdo con el Lema 1.1, G, = §\ {v;} es un sistema de
generadores de V. La hipétesis inductiva permite concluir que V posee una base.
Podemos suponer entonces que ningiin v; es combinacién lineal de los restantes v;.
Esto implica que G es una base.

En efecto, como G es un sistema de generadores, basta con demostrar que G es
un conjunto linealmente independiente. Lo probamos por definicién

aivy + -+ apVp + Gpy1Vp41 =0

Si algin escalar a; # 0, como el orden de los vectores v; es irrelevante, podemos
suponer que an41 # 0. Pero entonces podemos despejar vy, y1:

a1 Qnp
V1 — " — —Up-
an+1 an+1

Un+1 = —

que contradice nuestra suposicién que ningin v; es combinacion lineal de los res-
tantes. 0

2.1. Lema de sustitucién de Steinitz.

Teorema 2.3 (Lema de sustitucién de Steinitz). Sea V un K-espacio vectorial
finitamente generado. Sean G y £ dos subconjuntos finitos de V tales que G es un
sistema generador de V y L es linealmente independiente. Entonces |L| < |S| y
existe un conjunto de vectores Gz C G que contiene |G| — |L| elementos tal que
L UG también es un sistema generador de V.

Demostracion. Vamos a demostrar este teorema razonando inductivamente sobre
el nimero de elementos del conjunto £. La hipdtesis inductiva es la siguiente:
Si un espacio vectorial finitamente generado posee un sistema de generadores G de
n elementos, y L, CV es un conjunto linealmente independiente de m elementos,
entonces m < n y existe un subconjunto G,, C G de n—m elementos tal que £,,USG,,
es un sistema de generadores de V.

Paso 1. Primero notamos que si m = 0, es evidente que m < n. Definiendo
Gz := G, tenemos que |G-] = n —m y como £ = (), también tenemos que que
L UG =G es un sistema de generadores de V.

Paso Inductivo. Sea L = {v1,...,0m,Um+1} C V un conjunto linealmente
independiente de m + 1 elementos distintos dos a dos. Como £ es linealmente in-
dependiente, el conjunto £, := {v1,...,v,,} también es linealmente independiente



(porque L,, C £). La hipdétesis inductiva, aplicada a £,, permite concluir que
m < n y que existe un subconjunto G,, C G de n — m elementos tal que £,, UG,,
es un sistema de generadores de V.

Para probar que m + 1 < n, tenemos que descartar la posibilidad de que m = n.
Lo hacemos de la siguiente manera. Consideramos el vector v,,+1 € £\ L. Como el
conjunto £,,UG,, es un sistema de generadores de V, podemos representar al vector
Um41 COmo una combinacién lineal de vectores de £, U G,,. Si m = n, entonces
G = 0, en consecuencia £, es un sistema de generadores de V y podemos escribir

m
(1) Umt1 = Zaivia
i=1

para algunos escalares a1, ..., an,, lo que contradice nuestra suposicién de que £ =
Ly U{vm+1} es linealmente independiente porque

m
Z a;v; + (—1)Um+1 =0.
i=1

Por lo tanto, m # n, y entonces n debe ser mayor o igual que m + 1.

Como n > m+ 1, el conjunto G,,, # 0 y serd de la forma G,, = {w1,...,wp_m},
donde wy, ..., w,_, son vectores de G, distintos dos a dos. Como £,, U G,, es un
sistema de generadores de V, esta claro que £ U G,,, también genera V.

Para finalizar la demostraciéon necesitamos eliminar alguno de los vectores wy, de
9 para obtener un conjunto G, de tamano n —m — 1 =n — (m + 1) de manera
tal que £ U G siga siendo un sistema de generadores de V.

Veamos como hacerlo.

Como £,, UG, es un sistema de generadores de V podemos escribir

m n—m
(2) Uil = Zaivi + Z brwy,
i=1 k=1

para algunos escalares ai,...,0n,b1,...,0p—m.

Observamos que alguno de los escalares by con k € I,,_,, debe ser no nulo, porque
de otro modo, volvemos a la igualdad (1), que contradice la independencia lineal
del conjunto £. Como el orden de los vectores wy, es irrelevante, podemos suponer
que by # 0. Pero entonces podemos despejar wy :

1 i a; = b
w1 = avarl + ; <_bl) v; + kZ:Q (_bl) Wk -

Por lo tanto, wy es una combinacién lineal de vectores de £L U G, donde G :=
{wa, ..., wp—m}. De acuerdo con la afirmacién (a) del Lema 1.3,

gen(LUGs) =gen(L UG U{wr})

Pero LU G U{w} es exactamente £ UG, que es un sistema de generadores de V.
Por lo tanto, LU G¢ genera Vy |Ge| = |Gm| —1=n—m—-1=n—(m+1). O
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Bases de espacios vectoriales finitamente generados.

Corolario 2.4. Sea V un K-espacio vectorial finitamente generado y sea Bg C V
una base de V tal que |Bo| =n, donde n € N. Valen las siguientes afirmaciones:

(a)

Cualquier conjunto & C V que contenga menos de n elementos no puede
ser un sistema de generadores de V. En otras palabras, todo sistema de
generadores de V debe contener al menos n elementos.

Cualquier conjunto M C V que contenga mds de n elementos no puede ser
linealmente independiente. En otras palabras, todo conjunto linealmente in-
dependiente de V puede contener a lo sumo n elementos.

Cualquier base B de V debe contener exactamente n elementos.

Cualquier sistema de generadores G de V con exactamente n elementos, es
una base de V

Cualquier conjunto L linealmente independiente con exactamente n elemen-
tos, es una base de V.

Cualquier conjunto £ linealmente independiente estd contenido en una base
de V.

Todo sistema de generadores G de V contiene una base de V.

Demostracion.

(a)

Sea F C V tal que |F| < n. Razonamos por el absurdo y suponemos que JF es
un sistema de generadores de V. Puesto que By es linealmente independiente,
podemos aplicar el Lema de sustitucién de Steinitz (con JF jugando el
papel de G y con By jugando el papel de £) para concluir que n < |F| lo que
constituye una contradiccion. Por lo tanto F no puede generar V.

Primero suponemos que M es finito y tal que |M| > n. Razonamos por el
absurdo y suponemos que M es linealmente independiente. Puesto que By
genera V, podemos aplicar el Lema de sustitucién de Steinitz (con By
jugando el papel de § y con M jugando el papel de £) para concluir que
|M| < n lo que constituye una contradiccién. Lo que prueba (b) cuando M
es finito. Cuando M es infinito, podemos hallar un subconjunto M de M
con n + 1 elementos. Puesto que ya probamos (b) para subconjuntos finitos,
sabemos que M no puede ser linealmente independiente. Pero esto implica
que M tampoco puede ser linealmente independiente.

Sea B cualquier base de V. Puesto que B es un sistema de generadores de V,
de (a) se deduce que |B| > n. Puesto que B es linealmente independiente,
de (b) se deduce que |B| < n. Por lo tanto |B| = n.

Sea § un sistema de generadores de V tal que |§| = n. Para demostrar
que G es una base de V, necesitamos probar que G es linealmente indepen-
diente. Razonamos por el absurdo y suponemos que § no es linealmente
independiente. Entonces, por el Lema 1.1, existe un vector v € G tal que
gen(G\ {v}) = gen(9). Por lo tanto, G\ {v} también es un sistema de gene-
radores de V, pero tiene menos de n elementos, lo que contradice (a). Por lo
tanto, G debe ser linealmente independiente.

Sea £ un conjunto linealmente independiente tal que |£| = n. Para demos-
trar que £ es una base de V, necesitamos probar que £ es un sistema de
generadores de V. Razonamos por el absurdo y suponemos que £ no es un
sistema de generadores de V, en consecuencia existe un vector v € V tal



2.3.

que v ¢ gen(L). Entonces, por la afirmacién (b) del Lema 1.3, £ U {v} es
linealmente independiente. Pero este conjunto tiene mas de n elementos, lo
que contradice (b). Por lo tanto, £ debe ser un sistema de generadores de V.
Sea £ un conjunto linealmente independiente; por (a), sabemos que |£| < n.
Aplicando el Lema de sustitucién de Steinitz (con By jugando el papel de
9), podemos ver que existe algin subconjunto G de By tal que |Gz | = n—|L]
y LUSG; es un sistema de generadores de V. Entonces, por (a), |[CUSG.| > n,
y puesto que

(LU SGe| <L)+ (5| = [£]+n— L] =mn,

se obtiene que |£ U G| = n. Pero entonces, por (d), £L U Gy tiene que ser
una base de V. Por lo tanto, £ estd contenido en una base de V.

Sea G un sistema de generadores de V. De acuerdo con (a) para construir una
base de V dentro de G necesitamos encontrar n vectores linealmente inde-
pendientes de §. Razonamos por el absurdo y suponemos que sélo podemos
encontrar k vectores linealmente independientes de § para algin k < n. Sea
L =A{v1,...,vx} C G un tal conjunto linealmente independiente. Entonces
cualquier otro vector v € G debe ser una combinacion lineal de los elementos
de £, porque de lo contrario podriamos agregar v a £ y obtener un conjunto
mas grande de vectores linealmente independiente de §. Pero si cualquier
vector de G es una combinacién lineal de elementos de £, entonces £ es un
sistema de generadores de V. Por (a), esto implica que k > n, una contra-
diccion. Por lo tanto, deben existir n vectores linealmente independientes en
G, v en consecuencia G contiene una base.

Espacios vectoriales finito dimensionales.

En la seccién anterior demostramos que todo K-espacio vectorial V finitamente
generado posse una base y que todas las bases de V poseen la misma cantidad de
elementos.

Definicién 2.5 (Dimension). Sea V un K espacio vectorial finitamente generado.
La cantidad de elementos de cualquier base de V se denomina la dimensién de V,
y se denota por dim(V). Decimos que V es finito dimensional, o también que V es
de dimensién finita, si su dimension es n para algin n € N.

3.1.

3. TECNICAS

El método de eliminacién de Gauss.

Lo presuponemos conocido en el CBC. Aqui solamente presentaremos un ejemplo
para ponernos a punto.



Ejemplo 3.1.

1 2 1 3 3 1 2 1 3 3

2 4 0 4 4 . 00 -2 -2 =2

1 2 3 5 5 0 0 2 2 2

2 4 0 4 7 00 -2 -2 1
1 2 1 3 3 1 2 1 3 3

. 00 —2 —2 -2 . 00 -2 -2 =2
00 0o 0 O 0o o 0 3
00 0o 0 3 00 0 0 O

En el i-ésimo paso se procede de la siguiente forma

= Nos movemos de izquierda a derecha en la matriz, digamos U, hasta encon-
trar la primer columna que contenga un coeficiente no nulo en o debajo de
la i-ésima posicién, digamos que es U,;.

= La posicién del pivote para el i-ésimo paso es la posicién (4, 7).

= De ser necesario, intercambiamos la i-ésima fila con una fila inferior para
traer un nimero no nulo a la posicién pivotal (7, j) y luego eliminamos todos
los coeficientes por debajo de este pivote.

= Cuando la fila U;, y todas las filas de U por debajo de U, estdn compuestas
de ceros el proceso de eliminacién esta realizado.

Nota Bene. Nétese que el resultado final de la eliminacién gaussiana no es una
forma puramente triangular, sino méas bien un forma triangular escalonada. A par-
tir de ahora diremos que una matriz que muestra esa estructura es de la forma
escalonada por filas.

3.2. Forma escalonada por filas.

Informalmente, una matriz £ € K™*" es de la forma escalonada por filas cuan-
do sus coeficientes no nulos estan ubicados en o por encima de una escalera que
comienza en la esquina superior izquierda y que se inclina hacia abajo y hacia la
derecha. La estructura tipica de una matriz escalonada por filas se ilustra en la
siguiente figura:

GO x| % [w-[ o5 [ [
o |Q)|*|>|x]x|x|x
POOO@%%*%
000000@*_’
elojojo|olelo]o
(o]a|olo|e]ofelo

F1GURA 1. Los coeficientes no nulos estan ilustrados con asteriscos
y los pivotes de la matriz con asteriscos encerrados en circulos.

La definicién formal es como sigue.



Definicién 3.2. Se dice que la matriz E € K™*™ es de la forma escalonada por
filas si vale que

1. Si E;, = [O o --- O}T, entonces Ey, = [O o --- O]T para todo k > i.
En palabras, si una fila es nula todas las filas por debajo de ella también lo
son.

2. Sij;:=min{j €L, : E;; # 0}, i.e., si el primer coeficiente no nulo de la fila
E;. se encuentra en la j;-ésima posicion, entonces todos los coeficientes de
la matriz que se encuentran debajo de la i-€ésima posicion en las columnas
Ey1,E.o,..., E,j, son nulos.

Pk &b flo 1

Tl

chay

F1GUuRrA 2. Posicién pivotal.

Nota Bene. Debido a la flexibilidad de la eleccion de las operaciones por fila para
reducir una matriz A a una forma escalonada por filas F, los coeficientes de la ma-
triz E no estdn univocamente determinados por A. Sin embargo, se puede probar
que la forma de E es tnica en el sentido de que las posiciones pivotales de E estan
univocamente determinadas por los coeficientes de A. Debido a que las posiciones
pivotales son tnicas, se deduce que la cantidad de pivotes estd univocamente deter-
minada por A. Esta cantidad se denomina el rango de A. Las columnas de A que
contienen las posiciones pivotales de E se llaman las columnas bdsicas de A.

3.3. El método de eliminacion de Gauss-Jordan.

En cada paso del método de Gauss-Jordan se fuerza al pivote a ser un 1, hecho eso
se eliminan todos los coeficientes por encima y por debajo de ese 1 pivotal. Cuando
A € K"*™ representa los coeficientes de un sistema lineal compatible determinado,
el resultado final de aplicar sobre A el método de Gauss-Jordan produce la matriz
identidad.
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Ejemplo 3.3.

1 21 3 3 1 2 1 3 3 1 2 1 3 3
2 4 0 4 4 N 00 -2 -2 -2 N 0 0 1 1 1
1 2 3 5 5 00 2 2 2 00 2 2 2
2 4 0 4 7 00 -2 =2 1 00 -2 =21

[1 2 0 2 2] 1 2 0 2 2 1 2 0 2 2
. 001 11 R 00 1 1 1 R 0 01 11

0 00 00O 00 0 0 3 0 00 01

0 0 0 0 3] 00 0 0 O 0 00 0O

[1 2 0 2 0]
. 001 10

0 0 0 01

0 0 0 0 0]

Nota Bene. Al comparar los resultados del ultimo ejemplo con los resultados del
Ejemplo 3.1 se observa que la forma de la matriz final es la misma, esto es asi
debido a la unicidad de la forma mencionada previamente. La tnica diferencia
estd en los valores numéricos de algunos de los coeficentes. Por su naturaleza, en el
método de eliminacién de Gauss-Jordan, cada pivote es 1 y todos los coeficientes por
encima y por debajo de cada pivote son 0. La forma escalonada por filas producida
por el método de Gauss-Jordan contiene la menor cantidad de coeficientes no nulos,
motivo por el cual se la denomina la forma escalonada por filas reducida.

3.4. Forma escalonada por filas reducida.

Definicién 3.4. Se dice que la matriz E € K™*™ es de la forma escalonada por
filas reducida si vale que

1. E es de la forma escalonada por filas.
2. El primer coeficiente no nulo de cada fila (i.e., cada pivote) es 1.
3. Todos los coeficientes por encima de cada pivote son 0.

La estructura tipica de una matriz escalonada por filas reducida se ilustra en la
siguiente figura:

@fx[oo[x[x[0o]x
0o 0|x|%x|0]x
010 o|®|x[x|p|x
olololololo]D]x
olololojo|0lo]of
olololojololo|o

FiGurA 3. Los coeficientes marcados con asteriscos pueden ser
nulos o no nulos.
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Notacién. Para cada A € K™*™ el simbolo E4 denotara la dnica forma escalo-
nada por filas reducida que se obtiene de A mediante operaciones elementales por
fila.

Ejemplo 3.5. Sea A € R**5 la matiz definida por

1 2 2 3 1
2 4 4 6 2
A= 3 6 6 9 6
1 2 4 5 3
Se puede comprobar que
1 2 01 0
0 01 10
Ea=10 00 0 1
00 0 0 O
De aqui se deduce que el rango de A es 3 y que Ay, Ay3, A5 son sus tres columnas

bésicas.

Nota Bene. El ejemplo anterior ilustra otra caracteristica importante de E4 y
explica por qué las columnas béasicas son realmente bdsicas. Cada columna no bdsica
se puede expresar como una combinacion de columnas bdsicas. En el ejemplo, se
puede ver que

Ao =244 y Awy = A + Ays.
Notese también que el mismo conjunto de relaciones lineales se preserva en E 4.
Esto es,

E. =2F, vy Fa=FEg+FEgs.
No se trata de una mera coincidencia, se trata de una caracteristica de lo que
sucede en general. En la matriz A, las relaciones lineales entre las columnas bésicas
y las no bésicas suelen ocultarse en el farrago de coeficientes no nulos, no ocurre lo
mismo con las relaciones lineales entre las columnas de F 4, estas son transparentes.
Esto significa que la matriz F 4 se puede utilizar como si fuese un “password” para
desbloquear las relaciones ocultas entre las columnas de A.



