Algebra IT (Curso 23)
Segundo cuatrimestre, 2021
NOTAS EN LA EMERGENCIA SANITARIA:
BORRADORES PARA LA CLASE DEL 15 DE SEPTIEMBRE
Sebastian GRYNBERG

El 1inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.

H. G. OESTERHELD
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1. INTRODUCCION

1.1. Preliminares y notacion.

En todo lo que sigue A € K™*". Las columnas de A se pueden identificar como
elementos de K™, y sus filas como elementos de K". Utilizaremos la notacién A,;
para designar a la j-ésima columna de A, y la notacién A;, para designar a la
i-ésima fila de A. Con esas notaciones la matriz A se puede representar de dos
maneras. La primera, organizada como filas

A:}i*
B A2*
AT
y la segunda organizada como columnas

Por ejemplo, si A € R3*5 es la matriz definida por

1 2 11 5
A=|-2 -4 0 4 -2,
1 2 24 9

sus 3 filas, A; € R®, i € {1,2,3}, son
A, =[1 2 1 1 5
Ape=[-2 —4 0 4 -2]",
Ago=[1 2 2 4 9
y sus 5 columnas, A,; € R?, j € {1,2,3,4,5}, son

1 2 1 1 5
Ay = |—2|,Aw=|-4]|,A3=1|0]|,Au= 14|, A= |2
1 2 2 4 9
Nota Bene. Nétese que para cada = = [xl T - xn]T € K" vale que
AT x
AL x
(1) Az =
AT

y también vale que
(2) Ax = .’L’lA*l + $2A*2 + -4 an*n



1.2. Ejemplos.

Ejemplo 1.1. Examinamos el sistema de ecuaciones lineales homogéneas

r1 + 229 + x3 + 324 + 325 = 0,
2.’,E1 + 41‘2 + 41‘4 + 4175 = 0,

Ty + 2z + 323 + x4 + x5 = 0,
2x1 + 4xo + 4xg + Txs = 0.

Se trata de un sistema de 4 ecuaciones lineales que involucran 5 incégnitas. Cen-
tramos nuestra atencién en la matriz de coeficientes

1 2 1 3 3
2 4 0 4 4
A= 1 2 3 55
2 4 0 4 7
Aplicamos el método de Gauss-Jordan para obtener la forma escalonada por filas

reducida de A,

1 2 1 3 3 ® 2 0 2 0
12 4 0 4 4 0 0@ 1 0] _
A= 1 23 5 5 Gauss — Jordan 00 0 0 @ =F4.
2 4 0 4 7 0 0 0 0 O
Como los sistemas Ax = 0 y Eqx = 0 son equivalentes, resulta inmediatamente
que
$1:—2$2—2l‘4,
Ar =0 < T3 = —T4,
$5:0,

donde x5, 24 € R. Esto significa que los z € R que satisfacen la ecuacién Az = 0
tienen la forma

x:[—2x2—2x4 To —XT4 T4 O]T
—22[-2 1 0 0 0" +a[-2 0 -1 1 0],
con @5, z4 € R. En otras palabras,
{zeR:ar=0} =gen{[-2 1 0 0 0]",[-2 0 -1 1 0}
O

Ejemplo 1.2. Examinamos ahora el sistema de ecuaciones lineales

T1 + 229 + x3 + 34 + 325 = 6,
2x1 4+ 4dao + day + das = 10,

Ty + 2w + 313 + x4 + Hx5 = 8,
23’51 + 4%2 + 43]4 + 71’5 = 16.

Centramos nuestra atencién en la matriz de coeficientes A € R**5 y en el vector
de términos independientes b € R*

1 21 3 3 6
2 4 0 4 4 10
A= 1 2 3 5 5|’ b= 8
2 4 0 4 7 16
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Aplicamos el método de Gauss-Jordan a la matriz ampliada [A|b] para obtener su
forma escalonada por filas reducida,

121 3 36 ® 2 0 2 0 |1
2404 40l —]0 0 ® 1 0 |-1] _
[API=17 5 3 5 5 |3 G-J 00 0 0 @ |2/ Eale:
2 40 4 7|16 00 0 0 010

Como los sistemas Ax = by Eax = e, son equivalentes, resulta inmediatamente
que
1 =1— 229 — 224,
Ar =b <— r3 = —1 — x4,
T5 = 2a

donde z,z4 € R. Esto significa que los = € R® que satisfacen la ecuacién Az = b
tienen la forma
T = [1—23:2—21‘4 To —1—x4 x4 Z]T
T T T
=10 -1 0 2] 4a2[-2 1 0 0 0] +ax4[-2 0 -1 1 0],
con r3, x4 € R. En otras palabras,
{zeR%: Av=b} =z +gen{[-2 1 0 0 0", [-2 0 -1 1 0]},

es una solucién particular del sistema Az =b. [

dondexp:[l 0 -1 0 2]T

Ejemplo 1.3. Por dltimo, examinamos el sistema de ecuaciones lineales

1 + 2z + x3 + 324 + 325 = 6,

2x1 + 4dao + 4dxy + 45 = 10,

T 4 229 + 3x3 + 524 + S5 = 10,

2x1 + 4xo + 44 + Txs = 16.
Centramos nuestra atencién en la matriz de coeficientes A € R**® y en el vector
de términos independientes b = [6 10 10 16]T.

Aplicamos el método de Gauss-Jordan a la matriz ampliada [A|b] para obtener
su forma escalonada por filas reducida,

1 213 3]6 ® 2 0 2 0 |0
2404 40l ——]0 0 ® 1 00|
API=11 9 3 5 5 po| S 00 0 0 @ |o|= Palel
2 4 0 4 7 |16 0 0 0 0 0 |
Como los sistemas Az = by Eax = e, son equivalentes, resulta inmediatamente
que el sistema Az = b no tiene solucién. a

Comentarios. Los ejemplos anteriores ilustran distintos tipos escenarios que se
pueden presentar cuando se analiza el comportamiento de un sistema de ecuaciones
lineales de la forma Az = b, con A € K™*" yv b € K™. En todos los ejemplos
presentados la matriz de coeficientes del sistema es la misma

1 2 1 3 3
A:

N =N

4 0 4 4
2 3 5 5|’
4 0 4 7



y su forma escalonada por filas reducida es

@
0
Ex= |,
0

OO O N

0
@
0
0

oo~
o oo

Se observa que el rango de A es 3 y que sus columnas bésicas son la primera,
la tercera y la quinta. Esas columnas representan los coeficientes del sistema que
multiplican a la variables x1, z3, x5 que reciben el nombre de variables bdsicas, las
otras dos, x2 y x4, se llaman wvariables libres y son las variables que se utilizaron
para describir las soluciones de los sistemas examinados.

En cuanto a los sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos se presentaron
dos escenarios: el primero, compatible indeterminado, y el segundo, incompatible.
Lo que los diferencia es el comportamiento del rango de la matriz ampliada. En
el primer caso es rango es 3 y en el segundo el rango es 4. Veamos cada caso por
separado:

1. Compatible indeterminado. La matriz ampliada [A]b] se reduce a
@

0
0
0

coow
co®E o
co

Eso significa que el vector de términos independientes b es combinacion lineal
de las tres columnas basicas de A, A,1, A3, Ass. Concretamente se puede
ver que

b= A*l - A*S + 2A*5

2. Incompatible. La matriz ampliada [A]b] se reduce a

Eso significa que el vector de términos independientes b no pertenece al
subespacio generado por las tres columnas bédsicas de A, A,1, As3, Ass. Y
esa es la razén por la que el sistema es incompatible.

2. LOS 4 FANTASTICOS

2.1. Presentacion.

En lo que sigue estudiaremos los problemas relacionados con la resolucién de la
ecuacién lineal Ax = b, con A € K™*" y b € K™. Mostraremos que el andlisis de
la ecuacién y de su conjunto de soluciones se puede realizar mediante los cuatro
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espacios fundamentales de la matriz A:
col(4) = {Az:z € K"} C K™,
nul(4) = {x e K" : Az =0} C K",
col(AT) = {ATy :y e K"} C K"
nul(A7) = {yeK™: ATy = 0} CK™.
Estos cuatro subespacios permiten narrar la historia completa del sistema lineal
Ax =b.
Definicién 2.1. El espacio columna de A es el subespacio de K™ generado por las
columnas de A y se denota por col(A):
col(A) :=gen{A.1, Auay ..., Asnt = {Az : 2 € K"} CK™.

Nota Bene. Nétese que Ax = b tiene solucién si y solamente si b € col(A)

Definicién 2.2. El espacio nulo de A es el subespacio de K™ definido por
nul(A) :={z € K": Az =0} CK"

En otras palabras, nul(A) es el conjunto de todas las soluciones del sistema ho-
mogéneo Az = 0.

Nota Bene. Nétese que si b € col(A), todas las soluciones de la ecuacién Az = b
son de la forma z = z, + x5, con z, tal que Az, = by z;, € nul(A). En otras
palabras,
{x e R" : Az = b} = ;, + nul(A).

Esto es asi porque si « y x, son dos soluciones particulares de Ax = b, se tiene
que z — z, € nul(A) debido a que A(z — z,) = Az — Az, = b—b = 0. Esto
basta para comprobar que {z € R" : Az = b} C x, + nul(A). La otra inclusién,
xp +nul(4) C {z € R* : Az = b}, se deduce de manera similar y queda como
ejercicio.

Definicién 2.3. El espacio fila de A es el subespacio de K™ generado por las filas
de A y se denota por fil(A):

fil(A) :=gen{A1x, Aos, ..., Apps } = {ATy rye K™} CK"®

Nota Bene. Notese que
fil(A) = col(AT).
Definicién 2.4. El espacio nulo a izquierda de A es el subespacio de K™ definido
por
nul(A") = {y e K" : ATy =0} CK™
En otras palabras, nul(AT) es el conjunto de todas las soluciones del sistema ho-

mogéneo ATy = 0.

Nota Bene. Nétese que ATy =0 <= yTA = 0. Lo que explica el nombre que
recibe el subespacio nul(AT).



2.2. Propiedades y relaciones.

Ayudamemoria. Definimos el rango de A mediante

rango(A) := cantidad de pivotes de E4
= cantidad de filas no nulas de E4
= cantidad de columnas bésicas de A,

donde las columnas bdsicas de A se definieron por ser aquellas columnas de A que
contienen las posiciones pivotales.

Nota Bene. Nétese que valen las siguientes identidades
rango(A) = dim (col(A)) = dim (fil(A)) .

Noétese también que las variables libres de Az = 0 son las que determinan la dimen-
sién de nul(A). Como las variables libres son las complementarias de las variables
bésicas, se deduce que

dim (nul(A4)) = n — rango(A4) = n — dim (col(4)) .
Si en lugar de considerar la matriz A, se considera la matriz A7 se obtiene que
dim (nul(A")) = m — dim (col(A")) = m — dim (fil(A)).
Lema 2.5. Sea A € R™*". Vale que
fil(A) Nnul(A) = {0}

Demostracion. Todo vector de z € fil(A) es de la forma
m

(3) z =Y &Au,
i=1

y todo vector de nul(A) satisface que
(4) ALz =0 paratodoi€l,,.

*

De (3) y (4) se deduce que todo vector x € fil(A) Nnul(A) satisface que

m T m m
(5) = <Z &Ai*> x = <Z gm};) x = Z &ALz =0.
i=1 i=1 i=1

Por otra parte, los vectores x € R™ son de la forma x = [:101 To - xn} , con
T1,%2,...,Z, € R, motivo por el cual
n
(6) olr = Z 3.
j=1
. T

De (5) y (6) se concluye que si z = [#1 22 -+ ay] € fil(A)Nnul(A), entonces
1 =x9 = - =z, = 0, y en consecuencia x = 0. Por otra parte estd claro que

0 € fil(A) Nnul(A). O
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Nota Bene. Sabemos que cuando A € R™*™ es una matriz de rango r, se tiene
que dim (fil(A)) = r y que dim (nul(A)) = n — r. Eso significa que toda base de
fil(A) posee r elementos y que toda base de nul(A) posee n — r elementos.

Corolario 2.6. Sea A € R"™*". Si By es una base de fil(A) y By, es una base de
nul(A), entonces B = By U By, es una base de R™. En particular, cada vector de
x € R” se descompone de manera unica en la forma

T =X+ Tp,

donde x5 € fil(A) y xp € nul(A4).

Demostracion. Sean fi,. .., f. los vectores de una base de fil(A) y hi,..., hp—p los
vectores de una base nul(A). Probar que B = {f1,..., fr,h1,..., hn_r} es una base
de R™ equivale a probar que el conjunto B es linealmente independiente. Se hace
por definicién. Observamos que

> aifi+ ibehe =0 <= Y afi= —ibzhz
k=1 =1 k=1 =1

Esto significa que los dos términos de la segunda igualdad son vectores de fil(A) N
nul(A4). En consecuencia ambos son el vector nulo, y por independencia lineal de
las bases {f1,..., fr}, {h1,.-., hn_r} se concluye que ay = --- =a, = by = -+ =
bp_r = 0. O

2.3. Los cuatro fantasticos.

Ficura 1. Los cuatro subespacios fundamentales de una matriz
A € R™*"™ de rango r: sus dimensiones y relaciones.



2.4. FEcuaciones lineales.

FIGURA 2. La accién de A sobre R™: el espacio filas de A se trans-
forma en el espacio columnas, el nulo de A en el vector cero. Dado
b € col(A)\{0}, el sistema Az = b tiene solucién. Hay una tinica so-
lucién particular z,, € col(AT). La solucién general es x = x,, + xp,
donde zj, € nul(A4).



