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El 1inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.
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1. EL SISTEMA DE SUBESPACIOS

1.1. Introduccién.

Sea V un K-espacio vectorial y sea S(V) el conjunto de todos los subespacios de
\Y%

S(V):={SCV:S es un subespacio de V}.

Orden parcial. En primer lugar destacamos que la relaciéon de inclusién de con-
juntos, C, ordena parcialmente al conjunto S(V). Esto es,

= para todo S € S(V) vale que S C S (reflexividad),
= para todo S1,S2,S; € S(V) vale que si S; C Sy y Sy C S3, entonces S; C S3
(transitividad).

Cuando S y T son dos subespacios de V tales que S C T se acostumbra decir que S
es menor que T o que T es mayor que S.

Nota Bene. El menor elemento de S(V) es el subespacio nulo, {0y}, y el mayor
elemento de S(V) es el espacio vectorial, V. Esto es asi, porque {Oy} C S C V para
cualquier S € S(V).

Nomenclatura. Decimos que un subespacio S € S(V) es un subespacio propio
cuando S # {Oy} y S # V.

\Y4 Tz

FiGuraA 1. Dos subespacios propios de V, S; y S5, incomparables
entre si. Aqui S; NSy = {0y }. En general, {Oy} C S1 NS,.

Lema 1.1 (Técnica geométrica). Sea V un K-espacio vectorial y sean S y So
dos subespacios de V tales que ninguno contiene al otro. Para cualquier pareja de
vectores v y w tales que w € S; \Sg y v € So \'Sy la recta L que pasa por w y es
paralela a v

L:={tv+w:tecK}

tiene un Unico punto en comin con S1 y ninguno con Ss.



Demostracion. ;De qué se trata? Veamos.

\V/ ®z
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En la figura se ve que bajo las condiciones del enunciado
LNS;={w} y LNS;=0.

Lo comprobamos.

» LNS; = {w}. Razonamos por el absurdo. Si existe t € K\ {0} tal que
tv +w € S, entonces existe u € Sy tal que tv + w = u. Despejamos v y

obtenemos
1( )
v=—(u—w).
t

Esto significa que v € S; porque w,u € Sy, pero v ¢ S;.
s LNSs = (. Razonamos por el absurdo. Si existe ¢ € K tal que tv +w € Sy,
entonces existe u € Sy tal que tv + w = u. Despejamos w y obtenemos

w = u — tv.
Esto significa que w € Sy porque v, u € Sg, pero w ¢ Ss.
O

Imposibilidad de la unién. Nétese que V no puede ser la unién de dos subes-
pacios propios. En particular, es imposible que la union de dos subespacios sea un
subespacio salvo que uno de los dos contenga al otro.

En efecto, en las condiciones del Lema 1.1 la recta L tiene infinitos puntos
porque v # 0 (y K tiene infinitos escalares). Si la unién de S; y Sy fuese un
subespacio tendriamos que I. C S; U S5, pero entonces

L:Lﬂ(Sl USg):(LﬂSl)U(LﬂSg):{w}Uﬂ):{w}.

Lo que constituye un absurdo. ([



1.2. Infimo y supremo.

Sea V un K-espacio vectorial y sean S; y So dos subespacios de V. Por definicion,
el infimo de {S1,S2} es el mayor subespacio contenido en Sy y Sq; el supremo de
{S1,S2} es el menor subespacio que contiene a Sy y So

Traductor.
1. ;Qué signfica que S sea el mayor subespacio contenido en Sy y So?

a) S e S(V);

b) SCS; ySC Sy

c) SiT e S(V) satisface que T C S; y T C Sq, entonces T C S.
Nétese que la condicién ¢) implica que S; NSy C S, donde

SiNSy:={veV:veS; yveS}.

2. {Qué signfica que S sea el menor subespacio que contiene a Sy y So?7

a) S e S(V);

b) S; CSyS; CS;

c) SiT e S(V) satisface que S; C Ty So C T, entonces S C T.
Noétese que la condicién ¢) implica que S C Sy + S, donde

S1+ S, Z:{Ul-i-’l}zi’l)lESl y UQESQ}.

FI1GURA 2. Interseccién y suma de dos subespacios.

Nota Bene. Mediante una aplicacién sencilla del Lema de 3x8 se pude comprobar
que S1NSe y S1 + S, son subespacios de V.

Teorema 1.2 (Caracterizacién). Sea V un K-espacio vectorial y sean Sy y So dos
subespacios de V.

1. El mayor subespacio contenido en S1 y Sy es S; N Sy. En otras palabras,
inf{Sl, SQ} = Sl N SQ.

2. El menor subespacio que contiene a S y So es Sy + So. En otras palabras,
sup{Sh 82} =51 +Ss.



1.3. Teorema de la dimension.

Teorema 1.3. Sea V un K-espacio vectorial y sean S y So dos subespacios de V
de dimension finita. Vale que

dlm(Sl + Sz) = dlm(Sl) + dlm(Sz) — dlm(S1 N Sg)

Demostracion. Presentamos las ideas principales y omitimos los casos extremos.
Supongamos que dim(S;) = m, que dim(Sy) = n y que dim(S; N'Sy) = r, con
1 <r < min{m,n}.

Consideramos una base By = {us,...,u,} de S; NSy y la extendemos a una base
By ={ut,...,Up,V1,...,U;m—r} de Sy aunabase By = {u1,...,up, w1,..., Wy_p}
de SQ.

Afirmamos que B = By U By es una base de S; + So. Que B sea un sistema
de generadores de S; + Sy es mas o menos claro y lo dejamos como ejercicio. Nos
concentraremos en la independencia lineal del conjunto que resulta de unir B; con
Bay

B={ur, ..., U, V1, e, Uy W1y« ey Wepe
Escribimos una combinacion lineal de los vectores de B y la igualamos al vector
cero:

(1) Zaiui + Z_ bjvj + i crwy = 0.
i=1 j=1 k=1

Despejando la tercera suma, obtenemos

n—r T m—r
(2) E CrWE = — E a;U; — E bj”Uj .
k=1 =1 j=1
N——
€8s €Sy

Esto significa que ZZ;I crwi € S1 N Sy. En consecuencia deben existir esca-

lares &1,...,& tales que >, _ | cywr, = Y.._, &u,. Pero entonces Y )71 cpwy —
22:1 &u; = 0, y como By es una base, en particular, esto ultimo implica que
¢1 =+ = ¢p—r = 0. Esto tltimo repercute sobre la identidad (2) porque ahora

sabemos que

i n—r
0=— E a; Uy — E bj’Uj,
i=1 Jj=1

y como Bj es una base, es obligatorio que todos los escalares involucrados en esa
combinacidn lineal sean nulos. Tenemos as{ que la identidad (1) implica que

= =a =by=-=bpyp=c1 = =cpp=0,
lo que significa que el conjunto B = By U B, es linealmente independiente.
Como B es una base de S; + Sg la prueba se completa contando vectores:
dim(S; +Se)=r+m—-r+n—r
=m+n-—r



1.4. Suma directa y unicidad de la descomposicion.

Definicién 1.4. Sea V un K-espacio vectorial y sean Sy y Sy dos subespacios de
V. Cuando S; NSy = {0y} se dice que la suma de S; y Sy es directa. En lugar de
escribir S; + So escribimos S1 D S,.

Teorema 1.5. Sea V un K-espacio vectorial y sean S1,Ss € S(V). Son equivalentes

Sl N SQ = {Ov}

Para cada v € S1 +S,, existen unicos v1 € S1,ve € Sy tales que v = v + vVs.
Si 0y =v1 +ve con vy €Sy yve €Sg, entonces v1 = 0y y vo = Oy.

Si By es una base de S1 y By es una base de S, entonces By U Bo es
linealmente independiente.

> W

Demostracion. Ejercicio. Si se quiere se pueden adaptar los argumentos desarrolla-
dos por José Luis Mancilla Aguilar en sus notas sobre espacios vectoriales. (I

Consecuencias geométricas. Cuando S; y S son dos subespacios suplementarios
de V, ie., V=81 @ Ss, la unicidad de la representacién de cada vector v € V en
la forma v = v1 +v9 con v1 € S1 y vo € Sg es rica en consecuencias geométricas
porque puede traducirse al lenguaje de las proyecciones y las simetrias oblicuas.

\thw @%ﬁ d\62

FIGURA 3. Toda descomposicién V = S; @ S; permite construir
dos proyecciones y dos simetrias. Ndétese que el conocimiento de
una determina todas las demds. Por ejemplo, si se conoce Ig;s, (v)
las otras tres se obtienen mediante las siguientes tres relaciones:
HS251 ('U) =U- H31S2 (’U)7 28231 (U) =v-= 2HS152 (U)v y 23182 ('U) =
v — 2HS2Sl (U)



1.5. Suplementos.

Proposicién 1.6. Si V tiene dimensidn finita y S € S(V), entonces existe T €
S(V) tal que S®T =V.

Demostracion. Si'S = {0y}, T=V.Si S =V, T = {Oy}. En otro caso, elegimos
una base de S, digamos B; y la extendemos a una base de V mediante la unién
de un conjunto de vectores Bs tal que By U By sea linealmente independente y
tenga tantos elementos como la dimensién de V. La existencia de tal conjunto esta
garantizada por el Lema de sustitucién de Steinitz. Definiendo T := gen(B>)
se obtiene el suplemento de S que se deseaba. ([l

2. TECNICAS DE CALCULO

2.1. Bases de una suma.

Nota Bene. Nétese que la demostracion del Teorema de la dimensién es cons-
tructiva. En la misma se ofrece un método para obtener una base de S; + S,. Se
parte de una base de By de S; NSy, se la extiende a una base By de S; y a una
base Bs de S,. Hecho eso, una base B de S; + Sy se obtiene de la siguiente manera

B = By U Bs.

Alternativa. Otro método para hallar una base de S; + Sy es unir una base de S;
con una base de Sg y luego eliminar de la unién resultante tantos vectores como
sea necesario hasta obtener un conjunto de generadores linealmente independiente.

Ese procedimiento se puede realizar mecanicamente utilizando cualquiera de los
dos algoritmos presentados en el Ejercicio 1.13. La implementacién aritmética
depende de la eleccion de una base de referencia B, del espacio vectorial V que hace
de contexto. En lugar de trabajar con los vectores de las bases de los subespacios
considerados se trabaja con sus correspondientes vectores de coordenadas respecto
de la base B,.. El isomorfismo de coordenadas se ocupa del resto.

2.2. Bases de una interseccién en K".

Los subespacios de K™ se pueden presentar de dos maneras:

s S={reK": Az =0} = nul(A), con A € K™*".
= S =gen(B) con B = {vy,vs,...,v,} una base de S.

Cuando se analiza el comportamiento de la interseccién de dos subespacios S; y S
esas dos maneras de presentacién dan lugar a tres escenarios diferentes:

1.S; ={2eK": 412 =0} y So = {& € K": Ayz =0}, con A; € K™ *" y
Ay € K™2X™ En este caso

SiNSy={r €K": Axr =0}, con A= [ﬁl} e K(mitmz)xn,
2

2. S1={x€K": Az =0}y Sy = gen(B),con A e K™*" y B = {v1,va,...,0,}
una base de Sy. En este caso hay que observar que v € S; NS, si y solamente



si
T
v = E fjl}j,
j=1

con &; € K, es tal que Av = 0. El problema se resuelve determinando cémo

deben ser las incégnitas &1, s, . .., & para que valga que
O]Km = A Zgjvj = Zng’Uj
j=1 j=1
T
=[Av Aw - Av]la & o &)
Se resuelve el sistema (4) en las variables &1,&s,...,&. v se enchufan sus

expresiones resultantes en la descomposicién del vector v dada en (3). Se
reagrupan los términos en funcién de las variables libres y se determina una
base de S1 N Ss.

. S1 = gen(B;1) y Se = gen(Bz), con By = {v1,va,...,v,, } una base de S; y

By = {wy, wa,...,w,,} una base de Sy. En este caso hay que observar que
v € S1 NSy si y solamente si

1 T2
V=) &uy Y v=) mpwg,
j=1 k=1

con {; € K y n, € K El problema se resuelve determinando cémo deben ser

las incégnitas &1, ...,&, M1, .., Nr, Para que valga que
T1 T2
Oxn = > &vj — > My,
j=1 k=1
T
= [U1 N I TRERE wm] [51 R R fnm] .

Etcétera.



2.3. Suplementos comunes.
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