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El 1inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,

nunca el héroe individual, el héroe solo.
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1. TRANSFORMACIONES LINEALES

Informalmente, una transformacion lineal es una aplicacién de un espacio vec-
torial en otro que preserva las operaciones del espacio vectorial (i.e., preserva las
combinaciones lineales). Seamos mds precisos.

1.1. Definicidn.

Definiciéon 1.1. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea T : V — W una
aplicacion de V en W. Se dice que T es una transformacién lineal de V en W,
cuando satisface las siguientes propiedades:

1) Aditividad: T(vy + v2) = T(v1) + T'(v2) para todo vi,ve € V.
2) Homogeneidad: T'(av) = aT (v) para todo v € V, a € K.

Las propiedades 1) y 2) se pueden expresar diciendo que T preserva la estructura de
K-espacio vectorial, o diciendo que T preserva la suma vectorial y la multiplicacion
escalar, o también diciendo que T es un homomorfismo de K-espacios vectoriales
deV en W.

Lema 1.2. Sean 'V y W dos K-espacios vectoriales y sea T : V — W una transfor-
macion lineal de V en W. Entonces,

(1) T(0y) = Ow

Demostracion. En efecto, T'(0y) =T'(0-0y) =0-T(0y) = Ow. O

Criterio para verificar linealidad. Por definicién, verificar que una aplicacion
T :V — W es una transformacién lineal de V en W, requiere comprobar la veracidad
cada una las dos propiedades por separado:

1) T preserva la suma vectorial (i.e., T es aditiva),
2) T preserva la multiplicacién escalar (i.e., T es homogénea).

SIMPLIFICACION. Si se comprueba que para todo par de vectores v, vs € V y para
todo a € K vale que

T(avy + v2) = aT(v1) + T(v2),
se deduce inmediatamente que T' es una transformacién lineal.

Lema 1.3. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea T : V — W una apli-
cacion de V en W. T es una transformacién lineal si, y sélo si, para todo par de
vectores v1,vy € V y para toda pareja de escalares ay,as € K, se cumple la siguiente
propiedad

(2) T(alvl + 0,2’02) = alT(vl) + CLQT(’UQ).

Demostracion. A cargo del lector. O
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FiGURA 1. Comportamiento bésico de una transformacién lineal

T:V—->W.
Situacion general. Por induccién en la cantidad n de vectores vq,...,v, y esca-
lares aq,...,a, se comprueba que toda transformacion lineal T': V — W verifica:
n n
(3) T av; | = a;T(vy),
j=1 =1
cualesquiera sean n > 2, v1,...,v, € Vyay,...,a, € K.

1.2. Ejemplos (1).
Ejemplo 1.4 (Transformacién lineal nula). Sean V' y W dos K-espacios vectoriales.
La aplicacién Owv : V — W definida por

Oy (v) := Ow para todo v € V
es una transformacion lineal que llamamos la transformacion lineal nula.
Ejemplo 1.5 (Identidad de V). Sea V un K-espacio vectorial. La aplicacién Iy :
V — V definida por

Iy(v) :=v paratodov eV

es una transformacién lineal de V en V que llamamos la transformacion identidad

de V.

Ejemplo 1.6 (Proyecciones oblicuas). Sea V un K-espacio vectorial y sean Sy y
Sy dos subespacios de V tales que S; &Sy = V. Sabemos que todo v € V| se escribe
univocamente en la forma

v=wv1 +vy, convy €Sy vy € So.
Definiendo para todo v € V
HSlsQ (’U) = U1,
es inmediato que la aplicacién Ilg;s, : V — V es una transformacién lineal de V en
V, que llamaremos la proyeccion oblicua de V sobre S en la direccion de Ss.
Andlogamente, definimos la aplicacién Ils,s, : V — V mediante

Hstl (’U) ‘= U2,



que también es una transformacién lineal de V en V.

FiGURA 2. Proyecciones oblicuas inducidas por una descomposi-
cién del espacio vectorial de la forma V = §; & S;. Nétese que
Us,s, + Ils,s, = Iv.

@ El orden de S; y Sy altera la definicién de Ilg,s,. De hecho, Ils;s, # Ils,s, -
Ademds, la eleccién del suplemento de S; también produce una diferencia: si V =
S1 &S2 =51 B Sy con Sy # Sg, entonces Ilg, s, # g 5,

Ejemplo 1.7 (Multiplicacién matricial). Sea A € K™*™ una matriz de m X n con
coeficientes en el cuerpo K. Definiendo para todo z € K"

Ta(z) := Az,

es inmediato que la aplicacion Ty : K™ — K™ es una transformacién lineal de K"
en K.

Ejemplo 1.8 (Muestreo). El conjunto R¥ es el espacio vectorial de todas las fun-
ciones de R en R. Este espacio vectorial se puede utilizar para representar, por
ejemplo, setiales de sonido ¢(t). En la préctica, un dispositivo de medicién no pue-
de capturar toda la informacién contenida en una sefial (ya que la misma contiene
una cantidad infinita de datos); solo muestrea una cantidad finita de datos en al-
gunos momentos fijos. Por ejemplo, si un dispositivo de medicién solo puede tomar
muestras de ¢(t) parat = 1,2, 3,4,5 (esto corresponderia al muestreo a 1Hz duran-
te cinco segundos), esta operacién se puede describir mediante una transformacion
lineal S : RR — R®, definida por

S(@) = [p(1) 9(2) ©B) e@) ¢6)]

es decir, S transforma una sefial ¢ () en un vector de cinco dimensiones que consiste
de ¢ muestreada cinco veces. Por ejemplo,

S@)=[1 4 9 16 25]"

SWh=[VI v2 V3 Vi V3]

etc. ((Por qué esta aplicacién es lineal?)
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Ejemplo 1.9 (Interpolacién). La interpolacién se puede concebir como una especie
de inversa del muestreo. Por ejemplo, dados tres nimeros y1, y2,y3, la formula de
interpolacién de Lagrange nos da un polinomio p € Ry[z] tal que p(0) = y1,p(1) =
y2 y p(2) = ys:

(z —1)(z —2) (z —0)(z—2) (z —0)(z—1)
0-no-2)  *a-oa-2  Pe-oge-1

Esta accién se puede interpretar como una transformacién lineal L : R3 — Ry[x]

p(z) =u

definida por L ([yl Yo yg]T) := p. Por ejemplo,

™ _ L, @—=1)(r—2) (z —0)(z —2) (x —0)(x —1)
(s 4 7] )—3(071)(072)+4(170)(172)+7(270)(271)~

(13 1

epi
Sea T : V— W es una aplicacion de V en W. Se dice que

1.3. Los prefijos “mono”, , “iso” + el sufijo “morfismo’.

1. T es inyectiva si T(v1) = T(ve) implica que v; = vy cualesquiera sean
v1,v9 € V, 0 equivalentemente si T'(v1) # T'(v2) cada vez que v1 # va.

2. T es sobreyectiva si para todo w € W existe v € V tal que w = T'(v).

3. T es biyectiva si T es inyectiva y sobreyectiva.

Sean v € Vy we W. Si T'(v) = w se dice que w es la imagen de v por T y que
v es imagen inversa de w. El conjunto de todas las imédgenes inversas de w por T
se denomina la preimagen de w en V y se designa con T~ (w)

T Hw) :={veV:T(v)=uw}.
Obsérvese que, de acuerdo con las definiciones anteriores,

» T es inyectiva si, y sélo si, |77 (w)| < 1 cualesquiera sea w € W (i.e., para
cualquier w € W, la ecuacién T'(v) = w admite como maximo una solucién
en V).

= T es sobreyectiva si, y sélo si, |T~!(w)| > 1 cualesquiera sea w € W (i.e., para
cualquier w € W la ecuacién T'(v) = w admite como minimo una solucién
en V).

» T es biyectiva si, y sélo si, [T~ (w)| = 1 cualesquiera sea w € W (i.e., para
cualquier w € W la ecuacién T(v) = w admite exactamente una solucién en
V).

Si V CV, el conjunto de todas las imagenes de elementos de V por T se designa
con T'(V)
TWV):={T(w):veV}={weW: existe v eV tal que w =T(v)}
y se denomina el conjunto imagen de V por T.

Si W C W, el conjunto de todos aquellos elementos de V cuyas imédgenes perte-
necen a W se designa con T (W)

T=Y(W):={veV:T(v) e W}
y se denomina la preimagen de W en V.

Definicién 1.10. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea T : V — W una
transformacion lineal de V en W. Se dice que



1. T es un monomorfismo si T es inyectiva.
2. T es un epimorfismo si T es sobreyectiva.
3. T es un isomorfismo si T' es biyectiva.

Definicién 1.11. SeanV y W dos K-espacios vectoriales. Se dird que V es isomorfo
a W si existe un isomorfismo T : V — W de V en W, escribimos entonces V>~ W.

1.4. El nicleo y la imagen de una transformacion lineal.

Definicién 1.12. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea T : V — W una
transformacidn lineal de V en W. El conjunto Nu(T) C 'V definido por

Nu(T) :={v e V:T(v) =0}
se llama el nicleo de T. El conjunto Im(T) C W definido por
Im(T) := {w € W: eziste v € V tal que w =T(v)}

se llama la imagen T'.

Nota Bene. Notese que
Nu(T) = T7H(0),
Im(T) =T(V).
Proposicion 1.13. Sea T : V — W una transformacion lineal de V en W.

a) Nu(T') es un subespacio de V.
b) Im(T) es un subespacio de W.

Demostracion. Utilizaremos un version del sintética del Lema de 3x8.

a) Sean vy,vy € Nu(T) y a1, a2 € K. Por definicién se verifica que
T(vy) =0
T(v2) =0
y siendo T una transformacién lineal
T(a1v1 + agve) = a1T(v1) + a2T(v2) = a1 -04+a2-0=0+0=0

lo cual demuestra que ajv; + agve € Nu(T'). Nétese que T(0) = 0 implica
que 0 € Nu(T).
b) Sean wi,wy € Im(T') y a1, a2 € K. Por definicién existen vy, vs € V tales que

wy = T(vq)
wy = T'(vs)
y siendo T una transformacién lineal
awy + agwe = a1 T(v1) + aT(v2) = T(a1v1 + azve)
lo cual demuestra que ajw; + aswy € Im(T). Nétese que T'(0) = 0 implica

que 0 € Im(T).
O

Proposicion 1.14. Sea T : V — W una transformacion lineal de V en W. T es
monomorfismo si, y sélo st Nu(T') = {0}.



Demostracion.

= Supongamos que T es inyectiva. Sea v € Nu(T'). Por definicién T(v) =0y
como T'(0) = 0, siendo T inyectiva, se deduce que v = 0, lo cual demuestra
que Nu(T') = {0}.

» Supongamos que Nu(T') = {0} y sean v1,v2 € V tales que T'(v1) = T'(v2).
Siendo 7" una transformacién lineal se verifica que

T(Ul — 'UQ) = T(Ul) - T(’Uz) = 0,

lo que implica que v; — v2 € Nu(T) y como Nu(7T) = {0}, se deduce que
v1 = V3, lo cual demuestra que T es inyectiva.

(]

1.5. Para una caracterizaciéon de la imagen.

Proposicion 1.15. Sea T : V — W wuna transformacion lineal de V en W.
Si G = {v1,v2,...,0,} es un sistema de generadores de V, entonces T(G) =
{T(v1),T(v2),...,T(vs)} es un sistema de generadores de la imagen de T.

Demostracion. Utilizar la definicién de Im(T") = {T'(v) : v € V} junto al hecho de
que todo vector v € V se puede representar en la forma v = Z?Zl a;v; para algunos
escalares a1, ag, ..., a,. La conclusién se obtiene utilizando la propiedad (3):

Im(T) = ZajT(vj) ay,ag,...,a, €K
j=1

=gen{T(v1),T(va),...,T(vy)}.
O

Corolario 1.16. Sea T : V — W una transformacion lineal de V. en W. Si B =
{v1,v2,...,v,} una base de V, entonces

Im(T") = gen(T'(B)).

Ejemplo 1.17. Sea A € K™*" una matriz de m X n con coeficientes en K, y sea
T4 : K" — K™ la transformacién lineal inducida por la accién de A sobre K™:

Ta(z) = Azx.
Poniendo la base candnica € = {e; : j € I,} en el resultado anterior se obtiene que
Im(Ts) = gen(T(€)) = gen{T(e;) : j € I,} = gen{A.; : j € I,,} = col(4A).
Por otra parte,

Nu(Ts) ={z € K" : Ty(z) =0} = {z € K" : Az =0} = nul(4).
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1.6. Resolucion de ecuaciones lineales.

Proposicion 1.18. Sea T : V — W wuna transformacion lineal de V en W. Sea
w € Im(T) y sea vy, € V tal que T'(vp) = w. Entonces

T~ (w) = v, + Nu(T).

FIGURA 3. Estructura de la solucién de una ecuacién lineal.

Demostracion. Demostrar que T~ !(w) = v, + Nu(T) es equivalente a demostrar
que se satisfacen las siguientes inclusiones

T Hw) C v, + Nu(T)
vy + Nu(T) C T (w)
= Sea v € Nu(T). Se verifica que
T(vp) =w
T(v)=0
y siendo T una transformacién lineal
T(vp+v)=T(v,) +TW) =w+0=w
en consecuencia v, + v € T~!(w), lo cual demuestra que
vy + Nu(T) C T Hw).
» Sea u € T~ !(w). Por definicién se verifica que
T(u) =w
T(vp) =w



y siendo T" una transformacién lineal
T(u—vp) =T(u) —T(vp) =w—w=0.

Entonces, u — v, € Nu(T) y siendo u = v, + (u — vp,) se verifica que u €
vp + Nu(T'), lo cual demuestra que

T Y (w) C v+ Nu(T).

1.7. Ejemplos (2).

Ejemplo 1.19. Si en R? consideramos S; = gen{ej,ea} v So = gen{es} tenemos
que R3=S1 &S v que

Ils,s, ([ffl Z2 $3]T>=[$1 xz2 0

FIGURA 4. Al aplicar la proyeccién Ilgs, en R? se pierde un gra-
do de libertad (la variabilidad en altitud) y se conservan dos (la
variabilidad a ras del suelo).

Ejemplo 1.20 (Proyecciones oblicuas). Sean V un K-espacio vectorial, S; y S, dos
subespacios de V tales que V =S; @& S,, Consideramos la proyeccién oblicua sobre
Sy en la direccién de Sq, Ilg;s,, definida en el Ejemplo 1.6. Se tiene

Nu (HS1Sz) = Sz,

Im (Hglgz) = Sl.
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Nota Bene. Notese que

s dim (Nu(Ilg,s,)) = dim(Sy) mide la cantidad de grados de libertad que se
pierden al aplicar la proyeccidn,

» dim (Im (Tlg,s,)) = dim(S;) mide la cantidad de grados de libertad que se
retienen al aplicar la proyeccién.

En los casos extremos:

s S; = {0y} y Se =V, tenemos que Ilg,s, = Oyv es la transformacién nula
de V es sf mismo. En este caso, perdemos todos los grados de libertad y no
retenemos ninguno.

= S =VyS; = {0y}, tenemos que Ilg,s, = Iy es la transformacién identidad
de V es si mismo. En este caso, retenemos todos los grados de libertad y no
perdemos ninguno.

(]

Ejemplo 1.21. Sea A € K™*" y sea Ty : K” — K™ la transformacién lineal
definida en el Ejemplo 1.7, se tiene

Nu(T4) = nul(A),
Im(T4) = col(A4).

Nota Bene. Notese que en este caso vale que
dim (Nu(Ty)) 4+ dim (Im(7T4)) = dim(nul(A4)) + dim(col(4)) = n.

1.8. El teorema de la dimension.

Introduccién. Sean V y W dos K-espacios vectoriales, donde V es de dimensién
finita. Sea T : V — W una transformacién lineal de V en W. Grosso modo, la
dimension del nicleo de T' mide cuantos grados de libertad se pierden cuando se
aplica T, mientras que la dimensién de su imagen mide cuantos grados de libertad se
conservan. Como el espacio vectorial de partida tiene originalmente dim(V) grados
de libertad, no deberfa sorprendernos la veracidad de la siguiente relacién: dim(V) =
dim(Nu(T)) + dim(Im(T")).

Teorema 1.22 (Teorema de la dimensién). Sean V y W dos K-espacios vectoriales,
donde V es de dimension finita. St T : V — W es una transformacion lineal de V
en W, entonces

dim(V) = dim(Nu(7")) + dim(Im(7T)).

Comentario. La demostracion es constructiva y proporciona un método para ana-
lizar el comportamiento de las transformaciones lineales con dominios de dimensién
finita. A grandes rasgos, el problema se descompone en los siguientes pasos:

Paso 1: Elegir una base Bq del ntcleo de T
Paso 2: Extender By a una base B de V (el dominio de T):
B — By U B,

donde B; es un conjunto de dim(V) — |Bg| vectores linealmente independien-
tes que no pertenecen al niicleo de T'.
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Paso 3: Comprobar que T(B1) = {T'(v) : v € B1} es una base de la imagen
de T'. Esta tarea se realiza en dos etapas:

a) Comprobando que T(B;) genera Im(7T').

b) Comprobando que T'(B;) es linealmente independiente.
Paso 4: Observar que |Bo| + |T(B1)| = dim(V).

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 1.23 (Isomorfismos). Sean V y W dos K-espacios vectoriales, ambos
de dimension finita n y sea T : V — W wuna transformacion lineal de V en W.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) T es un isomorfismo.
(2) T es un monomorfismo.
(3) T es un epimorfismo.

Demostracion. Como dim(V) = n, por el Teorema 1.22 sabemos que
n = dim(Nu(7T)) + dim(Im(7)).
Por lo tanto,

T es un monomorfismo <= Nu(T) = {0}
<= dim(Nuw(T)) =0
<— dim(Im(7)) = n = dim(W)
— Im(T)=W
<= T es un epimorfismo.
Por lo tanto, las afirmaciones (2) y (3) son equivalentes. Si la afirmacién (1) es
verdadera, entonces las afirmaciones (2) y (3) son verdaderas por la definicién de

isomorfismo. Si alguna de las afirmaciones (2) o (3) es verdadera, entonces ambas
son verdaderas, y luego (1) es verdadera. Esto completa la demostracion. O

1.9. Método para resolver ecuaciones lineales.

Sea T : V — W una transformacién lineal. Supongamos que dim(V) = n, que
Bo = {v1,...,vx} es una base del nicleo de T, y que By = {vg41,...,0,} €s un
conjunto linealmente independiente tal que By N Nu(T) = @. Esta informacién es
suficiente para resolver la ecuacién T'(v) = w para cualquier w € Im(T').

Como Im(T') = gen {T(vk+41),-.-,T(vn)} y €l conjunto {T'(vk41),...,T(vn)} es

linealmente independiente existen tnicos escalares ag1,...,a, tales que
n
w= E a;T(v;).
i=k+1

Esto significa que

n
Up = E a;v;

i=k+1
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es una solucién particular de la ecuacién T'(v) = w. Se concluye que

n k
T (w) = vp + Nu(T) = Z a;v; + invi,
i=k+1 i=1

donde x1,...,z; € K.



