Algebra IT (Curso 23)
Segundo cuatrimestre, 2021
NOTAS EN LA EMERGENCIA SANITARIA:
BORRADORES PARA LA CLASE DEL 6 DE OCTUBRE
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El iinico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.
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1. PROYECCIONES Y SIMETRIAS
En todo lo que sigue V serd un K espacio vectorial de dimensién finita.

1.1. Introduccién.

El punto de partida serd una descomposicién del espacio vectorial como suma
directa de dos subespacios suplementarios: V = S; & S;. Cada vector v € V se
descompone de manera Unica en dos sumandos, su componente respecto de S; y
su componente respecto de S,. Esto es, para cada v € V, existen tnicos v € S; y
vy € Sy (que dependen de v) tales que

vV = V1 + V2.
Esta unicidad de la descomposicién de cada vector v nos permite construir cuatro
transformaciones lineales de V en si mismo:
1. la proyeccion de V sobre S; en la direccion de So, definida por
I, s, (v) := vy;
2. la proyeccion de V sobre So en la direccion de S, definida por
Ig,s, (v) 1= vo;
3. la stmetria de V con respecto a Sy en la direccion de So, definida por
Ys,8, (V) :=v1 — vg;

4. la simetria de V con respecto a So en la direccion de Sy, definida por

35,8, (V) := vy — v1.

F1GUrA 1. Proyecciones y simetrias inducidas por la descomposi-
ciéon V = Sl (&) SQ



Ejemplo 1.1. §; = gen{[l O]T} v Se = gen{[cos& sen@]T}, con 0 € (0,7).
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Ficura 2. Proyeccién del plano sobre el eje de las abscisas en la
direccién de la recta y = (tan ) z.

En este ejemplo una politica geométrica permite concluir que

e () - 1]

El mismo resultado se obtiene siguiendo al pie de la letra el procedimiento enunciado
en la definicion:

Paso 1. Representar a cada vector v € R? en la forma
v = v1 + V2,

con vy € S1y ve € So.
Paso 2. Suprimir la componente de v perteneciente a S, y conservar la
componente de v perteneciente a S; para obtener

Hglgz (U) = V1.

En este ejemplo, ejecutar el primer paso requiere que se resuelva la ecuacion

x| 1+bcoseilc059 a

y*‘Lo senf| [0 senf| |b|’
La resolvemos y obtenemos los valores de las incognitas a y b en funcién de las
]T

)

al 1 cos6 g 1 [sen® —cosf| [z] [1 —cotf]| [z
bl — |0 send y|  senf | O 1 y| |0 cosecO| |y|’

de donde resulta que a =z —ycot§ y b = y cosec . De aqui que la descomposicién
que exige el primer paso sea

-E by

Finalmente, suprimimos la segunda componente y obtenemos la expresién (1). O

componentes del [z y
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@ El orden de S; y Sy altera la definiciéon de Ilg,s,. De hecho, Ils;s, # Ils,s, -
Ademds, la eleccién del suplemento de S; también produce una diferencia: si V =
S1 @Sy =51 ® Sy con Sy # Sy, entonces Ilg,s, # HSI§2.

Ejemplo 1.2. V=R"*" §; = {A eRM*M A= AT} es el subespacio de las ma-
trices simétricas y So = {A eR™M*M A= fAT} el de las matrices antisimétricas.

Primero vamos a demostrar que R"*™ = S; @& Ss.

R™™ = §; + Sy. En efecto, cada matriz A € R™*" se descompone en la
forma

1 1
(2) A:§(A+AT)+§(A7AT).
€Sy €So
S1 NSy = {0}. En efecto, si A € S; NSy, entonces A = AT y A= —AT. De
AT = — AT se deduce que 24T = 0 y por lo tanto, A = 0.

De la representacién (2) se deduce que la proyecciéon de A € R™*™ sobre S; en la
direccién de Sq es

1
HS1§2 (A) = 5(‘4 + AT);
la proyeccién de A € R™*"™ sobre Sg en la direccién de S; es
1
ays, (4) = 5 (4 — AT);
la simetria de A € R™*"™ con respecto a S; en la direccion de Ss es

1 1
Ys,5,(A) = §(A+AT) — 5(A _ AT) — AT,
la simetria de A € R™*™ con respecto a Sy en la direccién de S es

1 1
Us,5, (A) = 5(14 —A") - §(A + AT) = —AT.
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F1GURA 3. Proyecciones y simetrias inducidas por la descomposi-
cién de R™*™ en partes simétricas y antisimétricas.
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Comentario al margen. La base candnica de R™*" est4 compuesta por n? ma-

trices que tienen el siguiente aspecto

I
vl
: EL'

T,

FIGURA 4. Matriz E;; de la base canénica de R™*™ con indices ¢, j
tales que 1 < i < j < n. Para este tipo de matrices el coeficiente 1

aparece por encima de la diagonal.

Noétese que

'Blz{EZ]"FEJZ].SZSan}
es una base del subespacio de todas las matrices simétricas y que
‘BQZ{Eij—EjiZISi<an}

es una base del subespacio de todas las matrices antisimétricas.

Para contar la cantidad de elementos de cada una de esas bases utilizaremos el

siguiente artefacto geométrico-aritmético

11 e

Zl e »

3 o o e m

M-]O'.' ®
=
i = (edn

= =2

L=1

FIGURA 5. Se observa que |By| = =0 4y |B,

2

1.2. Propiedades.
Nota Bene. Nétese que valen las siguientes relaciones
Is,s, + IIs,s, = v,
Y8, + Us,s; = Oyv,
Ys,s, + 2,5, = Iy,
Ys,s, + 2ls;5, = Iv.



Esto significa que la accién de una de las cuatro transformaciones determina cémo
actian las restantes. Por ejemplo, dados v y Ilg,s, (v) tenemos que

Ig,s, (v) = v — Ils;s, (v),
252& (U) =v- 2HS1§2 (U)v
28.8; (’U) = 2llg;s, (’U) -

Lema 1.3. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Ils,s, es la unica transformacion lineal de V en 'V tal que

v siveS,
(3) Is,s,(v) = { 0 siveS,.

2. T3 g, = Ilg,s,. (Idempotencia)

Demostracion. Suponemos que dim(V) = n. Elegimos By = {v1,v9,...,v;} una
base de Sy y Ba = {vg41,...,0,} una base de So. Por definicidn,
N vy osigedl,. k),
Ts.s, (1) = { 0 sije{k+1,...,n}
Como la restriccién de una transformacién lineal T' a una base B determina uni-
vocamente a T, cualquier T' € L(V) que satisfaga (3) debe coincidir con Il s,. La

idempotencia es inmediata por definicién, escribimos v = v; +vo con v; € S1 y
vg € Sg y operamos

Hélgz (U) = (HSISZ © H§152)(U) = H8152 (Hslsz (U)) = HS1S2 (Ul) =1 = HS152 (U)

|
Lema 1.4. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. Y5, €s la unica transformacion lineal de V en V tal que
_Jow sivE Sy,
(4) Ts,5, (V) = { —v sivE Sy,
2. ¥ 5, = Iy. (Involucién)
Demostracion. Ejercicio. ([

1.3. Forma candnica de las representaciones matriciales.

Lema 1.5. SiV =S &Sy, donde dim(V) = n, dim(S;) = k£ y dim(Sz) = n — k,

By = {v1,...,vr} es una base de S1 y Ba = {vk41,...,0n} es una base de So,
entonces B = {v1,..., VU, Vkt1,...,Un} es una base de V tal que
Tixk Okx (n—k
H {3 — X ><(n ) ,
Ms,5.] [O(n—k)xk On—tk)x(n—k)

[k k Ok n—k
> 3 _ X X ( )
[ S1S2]B |:0(nk)><k —I(nfk)x(nfk)

Demostracion. Se deduce inmedatamente de (3) y (4). O



1.4. Caracterizacion algebraica.

Lema 1.6. Si T € L(V) es tal que T?> =T, entonces T es la proyeccion de V sobre
Im(T) en la direccion de Nu(T).

Demostracion. Tenemos que comprobar dos puntos

1. V=Im(T) ® Nu(T).
2.

v siwvelIm(T),
Tv) = { 0 siveNuT).

En primer lugar, observamos que la identidad Iy = T+ (Iy — T"), implica que todo
v € V se puede descomponer en la forma

v=T(v)+ (v—T(v)).
Ahora observamos que la propiedad T2 = T implica que v — T'(v) € Nu(7T):

T(v—T(v)) =T(v) —T*v) = 0.

El argumento anterior nos permite concluir que

V =1Im(T) + Nu(T).
Para completar la prueba del primer punto tenemos que comprobar que

Im(T) N Nu(T) = {0}.

Consideramos v € Im(T') N Nu(T). Tenemos que v = T'(u) para algin u € V y que
T(v) = 0. Como T(v) =T?(u) =T (u) =vy T(v) = 0, se concluye que v = 0.

Notar que también comprobamos que si v € Im(T), entonces T'(v) = v, y como
T(v) = 0 para todo v € Nu(T), el segundo punto también quedé demostrado. O

Lema 1.7. Si T € L(V) es tal que T?> = T, entonces S = Iy — 2T es tal que
S? =1Ty.

Demostracion. Usando que T'=1Iy o T = T o Iy se puede comprobar que
52 = (Iy — 2T)° = Iy — AT + 4T? = Iy.
O

Lema 1.8. Si S € L(V) es tal que S* = Iy, entonces T = % (Iy — S) es tal que
T? =T. En otras palabras, T es una proyeccion.

Demostracion. Usando que S =1y oS = S oy se puede comprobar que

1 1 1 1
TQ:Z(IV—S)QZZ(IV—QS+SQ):E(QIV—ZS)zi(IV—S):T.

O

Lema 1.9. Si S € L(V) es tal que S* = Iy, entonces S es la simetria de V con
respecto a Nu (Iy — S) en la direccion de Im (Iy — S).
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Demostracién. Como T = 1 (Iy — S) es una proyeccién tenemos que
V=Im(T) ® Nu(T) = Im(Iy — S) @ Nu(ly — 5).
Tiene sentido hablar de la simetria de V con respecto a Nu (Iy — S) en la direccién
de Im (Iy — 5).
Esta claro que siv € Nu (Iy — ), entonces S(v) = v. Siv € Im (Iy — ), entonces
v=w—S(w)
para algun w € V y de aqui se deduce que

S(v) = S(w) — S%*(w) = S(w) —w = —v

Nota Bene. Notese que en las condiciones del Lema anterior vale que
V=Nu(ly — S) ® Nu(ly + 9).
Ejemplo 1.10. Sea T' € £L(R?) definida por T'(z) = Az donde

4 2 -4
A=1(2 1 -2
4 2 —4

Como A% = A, T es la proyeccién de R? sobre Im(7") = col(A) en la direccién
de Nu(7T') = nul(4).

Como la forma escalonada por filas reducida de A es

1 1/2 -1
Es=10 0 0],
0 0 0

tenemos que
col(4) =gen{[2 1 2]"}
y que
nul(4) = gen{[l -2 O]T7 10 1}T}.

Nétese que si B es la base de R? definida por
B={2 1 2".1 -2 o .1 0 17},
entonces

115 =

OO =
o O O
o O O



2. ROTACIONES Y SIMETRIAS AXIALES EN EL PLANO

2.1. Rotaciones.

P 1w+ v = Ty + 1)
AY AY cT(u) = T(cu) e
=), _’ T(u) “
0 cu
g x < u *
(a) (b) ]

FIGURA 6. (a) Rotacién de dngulo 6 alrededor del origen en contra
de las agujas del reloj. (b) Homogeneidad. (¢) Aditividad.

(—sin 6, cos 0) “——=

FIGURA 7. Accién de la rotacién Ry sobre la base la base canénica

de R2.
Nota bene. Noétese que la accién de la rotacién Ry sobre cualquier vector [x y] €

R? se puede describir de la siguiente manera:

([ -tmeer e[} [t 2]

2.2. Simetrias.

Y=

o

FI1GURA 8. Simetria alrededor de la recta de dngulo 6 con respecto

del eje x.
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AY

T(e;) = (cos 26, sin 26)

X
z 2%&4 —sin (g- 20)

T(e;) = (cos (g— 20), —sin (%— 29))

FIGURA 9. Accién de la simetria sobre la base la base candnica de R2.

Nota bene. Recordando que para todo a € R vale que
T
cos (5 - a) = sen(a),
T
sen (5 - a) = cos(a),

se puede ver que la accién de la simetria sobre cualquier vector [x Y
puede describir de la siguiente manera:

s ([1]) = [smten) suten] [3] = 20 2] [2].

2.3. Pequena tabla trigonométrica.

]T € R? se

. Grados
Radianes i seno coseno
sexagesimales
V() Vi
— 0 0° = A |
2 0 2
1
ol S 30° Vi _1 V3
6 2 2 2
L lﬂ- 45° Q Q
2 2
1
A S 60° V3 VT
2 2 2
|1 Vi V0
—T 90° — =1 — =
2 2 g 0



3. ROTACIONES EN EL ESPACIO

3.1. Definicién geométrica.

Ficura 10. Rotacién de angulo 6 en sentido contrario a las agujas
del reloj alrededor de un eje de rotacién que pasa por el origen.
Aqui W es el plano perpendicular al eje de rotacién que pasa por
el origen. Notar que T rota a cada vector w € W\ {0} en un dngulo
6 transforméandolo en el vector T'(v) que también pertenece a W.

Ficura 11. La orientacién del eje de rotacién estd dada por u =
w x T(w).

11
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3.2. Rotaciones alrededor de los ejes coordenados.

| 0 0
0 cosf —sinf
0 sin @ cosf

v'=

cosf 0 sinf
0 1 0
—sinf 0 cos#

cosfd —sinf 0
sin @ cost 0
0 0 1

FiGURA 12. Cualquier vector € R3 se puede rotar en sentido
contrario a las agujas del reloj en un dngulo 6 alrededor de un eje
de coordenadas mediante la multiplicaciéon R.x en la que R, es la
matriz que se describe en la segunda columna de la tabla.

Nota Bene. El signo menos aparece encima de la diagonal en R, y R, pero debajo
de la diagonal en Ry. No se trata de un error, se debe a la orientacién positiva del
eje x con respecto al plano yz.



Veamos las cosas mas de cerca:

13
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3.3. Ejemplo.

En las siguientes figuras se observa el efecto de realizar tres rotaciones en sentido
antihorario en un sélido tridimensional.

View (b)

View (a) e v

View (c) View (d)

Primero, se rota el sélido que aparece en la figura (a) 90° alrededor del eje x
para obtener el resultado que se muestra en (b). Después, se gira 45° alrededor del
eje y para producir (c) y, finalmente, se gira 60° alrededor del eje z para obtener
(d). Los pasos del proceso se pueden seguir observando cémo se mueven la muesca,
el vértice v y la cara sombreada mas clara.

Pregunta 1. Suponiendo que el vértice v que se muestra en la figura (a) tiene
coordenadas v = [1 1 0], jcuales son las coordenadas de sus imégenes por las
sucesivas rotaciones que va experimentando el sélido?

Indicando mediante R, a la matriz de rotacién que transforma los puntos de la
figura (a) en los puntos de la figura (b), R, a que corresponde a la transformacién
que va de la figura (b) a la figura (c), y si R, denota la matriz de rotacién que
transforma los puntos de la figura (c) en los puntos de la figura (d), tenemos que

1 0 0 V2/2 0 V2/2 /2 —V/3/2 0
R,=1|0 0 —1|,R,= 0 1 0 |,R.=1[V3/2 1/2 0
01 0 —V/2/2 0 V2/2 0 0 1

y en consecuencia,

1 1 2 V2/2
" Ry R.

I = 0] —> | 0 | /— [V6/2

0 1 0
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es la secuencia de cambios de posicion que va experimentando el vértice v a medida
que se va rotando al sélido.

Pregunta 2. ;Como se describe la transformacion que convierte a los puntos de la
figura (a) en los punto de la figura (d)?

[1/2 —V3/2 0] [v2/2 0 V2/2][1 0 0O
R=R.R,R, = [/3/2 1/2 0 0 1 0 0 0 -1
L 0 0 1 [-v2/2 0 V2/2/ [0 1 0

(12 —V3/2 0] [V2/2 V2/2 0

=|v3/2 1/2 0 0 0o -1

0 0 1 |=v2/2 v2/2 0

(VA V2 VB2
= | v6/4 6/4 —1/2
—V2/2 V2/2 0




