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1. PRELIMINARES

Funciones suaves. El K-espacio vectorial de todas las funciones infinitamente
derivables de R en K serd designado mediante la notacién C*° (R, K). Sus elementos
se denominan funciones suaves. Cuando K = R, en lugar de escribir C*° (R, K)
escribiremos C*°(R).

1.1. Derivadas, integrales y primitivas.
En Anélisis Matemadtico I se introduce el operador derivacién
D:C*[R) —» C*([R)
que a cada funcidn le asigna su funcién derivada y +— y':
Dlyl =y
Propiedades:

1. D es una transformacién lineal porque
Dlayy + y2] = aD[y1] + D[ya]

para toda pareja y1,y2 € C°(R) y todo escalar a € R.

2. Nu(D) = gen {1}, donde 1 : R — R es la funcién definida por la asignacién
x— 1.

3. El teorema fundamental del cédlculo integral significa que D es un epimor-
fismo de C*°(R) en si mismo porque afirma que para cada f € C*°(R) la
funcién R

wle)i= [ 1
0
es una solucién particular de la ecuacién
Dly] = f.
Esto es asi, porque ¥y, € C(R) y su funcién derivada vale f(z) para todo
xzeR.

4. La denominada integral indefinida [ f(z)dz de una funcién f € C*(R)
describe el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién diferencial

Dly] = f
debido a que

[ t@de= [ e+ ar.
0
donde a € R.

1.2. Principio de induccién.

Sea P(k) una funcién proposicional con k € N. Si

(1) La primera proposicién P(1) es verdadera; y
(H.I.) para cada k € N, bajo la hipétesis de la validez de P(k) puede deducirse la
validez de la proposicién P(k + 1),

entonces, P(k) es verdadera para todo k € N.



2. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRINCIPALES

2.1. Operadores y ecuaciones diferenciales.

Operadores diferenciales. Un operador diferencial lineal de orden m con coefi-
cientes constantes es una transformacion lineal L : C*(R,K) — C*(R,K) de la
forma

(1) L=D"+4a, D" '+ +a1D +aol,
donde D : C*°(R,K) — C*(R,K) es el operador de derivacién y ag,a1,...,an-1
son escalares.

Nota Bene. Nétese que para cada y € C*° (R, K) vale que
Lyl = y™ + an1y™ D+ + a1y’ + agy.

Ecuaciones diferenciales. Una ecuacion diferencial lineal de orden n con coefi-
cientes constantes es una ecuacion de la forma

(2) Lyl =g
donde L es un operador diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes y
g es una funcién suave.

Polinomio caracteristico y espectro. El polinomio caracteristico del operador
L es el polinomio p € K, [z] definido por

p=a2"+an_12"" "+ + a1z + ao.
El conjunto de todas las raices en C del polinomio caracteristico de L,
o(L) = A€ C:p(\) = 0},
se denomina el espectro de L.
Nota Bene. Noétese que
L [e’\“:] = A" 4 a, NN o a A + ape”
=M ()\" Fan A" a A+ ao)
= e Mp(N\).

Esto explica la importancia del polinomio caracteristico y del espectro de L como
herramientas para realizar el anélisis del comportamiento de L. Esto es asi porque
de la igualdad L [e’\’”] = e p()\) se deduce que para cada A € (L) NK vale que
la funcién y = e* pertenece al niicleo de L porque y € C°(R,K) y L[y] = 0. De
aqui se infiere que

gen{e* : \ € o(L) NK} C Nu(L).
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Ejemplo 2.1. [ver el Ejercicio 1.18]

1. Si L = D? + 4D — 51, entonces
a) Lly] =y" + 4y’ — by para cualquier funcién suave y;
b) el polinomio caracteristico de L es p(z) = 2% + 42 — 5, y su espectro es
o(L) = {ZEJEDL _ 1, -5} c R
De aqui se pueden inferir dos hechos:
a) el primero es que p(z) = (z — 1)(z + 5);
b) el segundo es que L [e”] = L [e75%] = 0.
Como L es lineal se deduce que
gen {e”,e "} C Nu(L).
2. Si L = D? + 4D + 41, entonces
a) Lly] = y" 4+ 4y’ + 4y para cualquier funcién suave y;
b) el polinomio caracteristico de L es p(z) = 2 + 4x + 4 y su espectro es
(L) = —4ix/216—16} — {2} CR.

o
De aqui se pueden inferir dos hechos:
a) el primero es que p(z) = (x + 2)?;
b) el segundo es que L [e72*] = 0.
Como L es lineal se deduce que
gen {e"**} C Nu(L).

3. Si L = D? 4 41, entonces
a) Lly] = y"” + 4y para cualquier funcién suave y;
b) el polinomio caracteristico de L es p(x) = 22 +4 y su espectro es o(L) =

{W} — {42} = {2i, ~2i} C C\R.
De aqui se pueden inferir dos hechos:
a) el primero es que p(z) = (x — 2i)(z + 2i),
b) el segundo es que L [62”} =L [6_2”] =0.

@ Pero ahora se presenta un problema cuando pretendemos deducir que
gen {**, e7%"} C Nu(L).

. Por qué pasa esto? Porque el operador L puede actuar sobre dos K-espacios

vectoriales diferentes.

a) Si K = R, L actia sobre C*°(R). En este caso Nu(L) C C*(R) y las
funciones e*2?% = cos(2z) 4 isen(2z) ¢ C°°(R). Como los escalares son
numeros reales se concluye que

gen {**, e *"} NNu(L) = {0}.

b) Si K = C, L actia sobre C*°(R,C). En este caso Nu(L) C C*°(R,C) y

no hay obstaculo que nos impida deducir que

gen {**, e7%"} C Nu(L).
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Nétese que para el caso en que L actia sobre C*°(R) se puede obte-
ner informacién no trivial sobre el nicleo de L mediante el siguiente procedi-
miento. Como C*°(R) C C*°(R, C) se puede considerar que L es un operador
lineal sobre un C-espacio vectorial y en tal caso tenemos que

L [e*] = L [cos(2z) + isen(2z)] = L [cos(2z)] + iL [sen(2z)] .
En consecuencia,
L[e**] =0 <= L[cos(2z)] = L [sen(2z)] =0
lo que nos permite deducir que
gen {cos(2x),sen(2z)} C Nu(L).

2.2. Factorizacion.

Nota Bene. De acuerdo con el Teorema fundamental del dlgebra, si p es el polino-
mio caracteristico de L y el espectro de L es o(L) = {1, A2...., A}, entonces

r

p(z) = H(m — )M,

i=1
donde k1, ks, ..., k. € N son tales que Z:Zl k; =n.

Lema 2.2 (Factorizacién). Sea L : C*°(R,C) — C*°(R,C) un operador diferencial
lineal de orden n con coeficientes constantes y sea p su polinomio caracteristico. Si

p se factoriza en la forma
T
ki
i=1

donde A1,...,\. € C son diferentes dos a dos y ki,...,k. € N son tales que
>y ki =n, entonces L se factoriza de manera andloga

(3) L= H (D= ND)F
=1

Demostracion. La prueba es técnica. Se basa en la identidad L = p(D), y en la
propiedad conmutativa de los operadores diferenciales de la forma D — A, A € C,
con respecto a la composicién. ([

2.3. Andlisis de los factores.

Fl siguiente lema constituye la herramienta principal para analizar el compor-
tamiento de los factores de cualquier operador diferencial lineal con coeficientes
constantes.

Lema 2.3. Sean A € C y f € C°(R,C). Entonces, para todo k € N vale que
(4) (D =AD" [f()e?] = f9 (@)e”

Demostracion. Se basa en el principio de induccién y en las reglas de derivacién.

1.
(D = AD)[f(2)e*] = D[f(x)e*] = Af(x)e* = f'(x)e”.



2. Si (4) es verdadera, entonces
(D =AM [f(@)e*] = (D = AD) [(D = AD* [f(2)e]
= (D -\ [f(k) (ac)e)‘”} = D ()t

Por lo tanto, (4) es verdadera para todo k € N. O
Nota Bene. Utilizando (4) se deduce inmediatamente que
{p(z)e* : p € C_1[z]} € Nu ((D — A)F).

En particular, el operador (D — Al )k aniquila a todas las funciones de la forma
27e con j € {0,1,...,k—1}.

Teorema 2.4 (Comportamiento de los factores). Dados A € C y k € N, el operador
diferencial (D — XI)* : C*(R,C) — C*(R,C) no es un monomorfismo pero si es
un epimorfismo.

1. No es monomorfismo porque
Nu (D — A)*) = {p(z)e* : p € Cp_1[z]} = gen {e*, ze?*, ... 2" 1M},

Base del nicleo
2. Es epimorfismo porque para toda g € C*°(R,C) la ecuacidn diferencial

(D =AD" [y] =g,
tiene soluciones de la forma
y = f(x)er + p(x)er®,
donde f € C®(R,C) es una funcion tal que f*)(x) = g(x)e™™* yp €
Cr—1]x].

Demostracion. El primer punto se demuestra utilizando el principio de induccién,
el segundo utilizando la férmula (4). Para ello basta observar que f*) (z)e?* = g()
si y solamente si f*)(z) = g(z)e**. De aqui se deduce que si f es una funcion
suave tal que f*)(z) = g(x)e=**, entonces Yp = f(2)e*® es una solucién particular
de la ecuacion diferencial (D — N\ )*[y] = g. O

Nota Bene. Notese que el teorema anterior proporciona un método para resolver
la ecuacion diferencial

(D =AD" [y =g,
cualquiera sea g € C*°(R,C). La metodologia de resolucién es la siguiente:

Paso 1. Hallar f € C°(R,C) tal que f*)(x) = g(x)e **. En este paso se
requiere calcular k-primitivas sucesivas y puede resultar tedioso.

Paso 2. Utilizando el resultado del primer paso se obtiene una solucién
particular de la forma y, = f(x)e’*.

Paso 3. Como (D — AI)" es un operador lineal toda solucién de la ecuacién
(D = AD)F[y] = g es de la forma

Y =Yp + Yn,
donde y;, € Nu ((D — )\I)k) = gen {e“, ze M, L, xk’lem}.



Ejemplo 2.5. Resolver la ecuacion diferencial

Yy’ 4+ 4y + 4y = xe®.
Retomamos lo que ya hicimos en el segundo punto del Ejemplo 2.1. Alli observa-
mos que el polinomio caracteristico del operador diferencial L = D? + 4D + 41 se
factoriza como p = (z +2)? y que el espectro de L es el conjunto o(L) = {—2}. De
acuerdo con Lema 2.2 sabemos que L se factoriza en la forma L = (D + 2I)? y

estamos en condiciones de utilizar la metodologia proporcionada por el Teorema
2.4. La ejecutamos al pie de la letra, paso por paso.

Paso 1. Hallar una funcion suave f tal que
f(x) = g(x)e*® = (xe®) e** = ze3®.

Primitivas una vez y obtenemos,

1 1
fl(x) = /xe?’ldx = gxe?’w - §e3$ +¢, c€eR.

Ponemos ¢ = 0 y volvemos a tomar primitivas:

1 1 1/1 1 1
f(x) = / <3$€3$ — 9631> dx = g <3(E63‘T _ 9639:) _ ?76336 +e

1 2
= §xe3g” — 2—7637” +c¢, ceR
Ponemos ¢ = 0 y obtenemos que
1 2 1
f(z) = §$63z — Eegz = E(&r —2)e’”,

Paso 2. Utilizando el resultado del paso anterior se obtiene una soluciéon
particular de la forma

yp = fz)e™™ = (217(3$ - 2)63w> S %(Sx —2)e”.

Paso 3. Como (D + 2I)* es un operador lineal toda solucién de la ecuacién
(D +21)? [y] = z€® es de la forma
Y=1Yp + Yh,
donde yp, € Nu ((D + 2[)2> =gen {e™ ", ze 2"},
En conclusién, todas las soluciones de la ecuacién diferencial y” + 4y’ + 4y = xe®
son de la forma
1

27(3:17 —2)e® +ae”?® +bre *®, a,bER.

Y

2.4. Composicién de los factores.

Lema 2.6. Sean \1, Ao, ..., A\, 7 numeros complejos distintos dos a dos, y k1, ks, ..., kr,
r numeros naturales. Entonces, el conjunto

-
U {eA”C, zeNT ,xki_leAi“}
=1

es linealmente independiente.
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Demostracion. Ejercicio. a

Nota Bene. Nétese que cuando L = []i_, (D — \;I)*:, el resultado anterior junto
con la propiedad conmutativa de los factores de la forma (D—\;I)* permite deducir
que

T
P Nu ((D - MiD)*) € Nu(L).
i=1
En lo que sigue mostraremos la relacién entre ambos subespacios es una relacion
de igualdad.

Lema 2.7 (Miniautura). Sean A1 y Ay dos escalares distintos, y sean ki y ko dos
numero naturales. Si

L= (D—- M) (D - D),
entonces

(5) Nu (L) = Nu ((D = MI)*) & Nu (D — X21)™) .

Demostracién. Como Nu ((D — A1)*) N Nu ((D — A2I)¥2) = 0. La demostracién
se reduce a comprobar que para cada y € Nu(L) existen y; € Nu ((D — All)kl)
e y2 € Nu((D — X2I)*) tales que y = y; + y». Para cada y € Nu(L) hay dos
alternativas:

y € Nu((D—XI)*?) 6 y¢ Nu((D—MI)*).

En la primera no hay nada que probar porque y = 0 + y.

En la segunda, tenemos que z = (D — X\2I)*2[y] # 0y que z € Nu ((D — A\ 1))
porque y € Nu(L). De alli que z = q;(z)e*1® con q; € Cy, _1[z]\{0}. Pero entonces,
y es solucién de la ecuacion

(D = A2D)™[y] = qu(w)e*.
En consecuencia,
(6) y = f(2)" + py(a)e,
donde ps € Ck,_1[z] ¥ f es una funcién tal que
fE)(z) = (q1(z)eM™) e 2" = g1 (z)ePr—r2)e,

Como A1 # Aa, el proceso de integracion sucesiva basado en el método de integracién
)
por partes tiene como resultado una funcién de la forma

(7) f(a) = pr(x)e e,
donde p; € Cy,—1[z] \ {0}. Reemplazando (7) en (6) se obtiene que
y= (pl(x)e(’\l_’\2)’”) e 4 po (1) = py(2)eMT 4 py(z)et?®
Esto ultimo significa que
y € Nu((D—MI)F) + Nu((D - M1)*),

porque p; € Cy, _1[z] y p2 € Cgp—1]a]. U



Composicion de los factores. Utilizando la factorizacion (3) se puede comprobar
que

1. L no es un monomorfismo porque

Nu (L) = @Nu ((D = \I)F) = gen U {eMT wete, . . ki letiw)
i=1 i=1

Base del nticleo de L
2. L es un epiformismo porque todos sus factores son epimorfismos.
Nota bene. Utilizando el resultado presentado en el segundo punto del Teorema

2.4 se puede disenar un algoritmo recursivo para resolver la ecuacion diferencial
L[y] = g, cualquiera sea g € C°(R, C).

Algorithm 1 Construccién de una solucién particular de Ly] = g

Require: Ly g.

Ensure: y, una solucién particular de la ecuacién Liy] = g.
11 Yo < g;

2: fori=1:7r do

3: y; + una solucién particular de la ecuacién (D — X\ I)*[y] = y;_1;
4: end for

5 Yp < Yr

6: return y,

Nota Bene. La solucién particular y; de la ecuacién diferencial (D — \I)* [y] =
Yi_1 que se menciona en el algoritmo tiene la forma y; = f;(z)e™*#*, donde f; es

una funcién suave tal que fi(ki) =Yi—1.

2.5. Herramientas para tratar el caso real.

Nota Bene. Nétese que cuando L : C*°(R) — C°°(R) es un operador diferencial
lineal de orden n con coeficientes constantes, el polinomio caracteristico de L, p,
es un polinomio de grado n cuyos coeficientes son reales. Cuando el espectro de L
satisface que

a(L)N(C\R) # 0,

esto es, cuando existe un nimero complejo A = a +bi, cona € Ry b € R\ {0},
tal que p(\) = 0, también ocurre que p ()\) =0, donde A\ = a — bi. En este caso el
polinomio caracteristico de L admite una factorizacién de la forma

p=(x— Nz —-Nrq= (22 — 2az + a® + b*)kq,

donde 2 < 2k < ny q € R,_ox[z] es un polinomio tal que g(A\) # 0. Como las
funciones e(**)* = 4% cos(br) + ie®® sen(bx) ¢ C®(R), no podemos afirmar que

gen {e’\”’, zeM .., mk_le’\’”} @ gen {e)‘x,xe)"”, . ,xk_le)‘”} C Nu(L)
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porque es un contrasentido. Este problema se repara utilizando que para cada j €
{0,1,...,k — 1}, los conjuntos

{xje(a"’bi)z, xje(“_bi)l} , {27e cos(bx), 27 e sen(bx) }

generan el mismo C-espacio vectorial. Asi que, reagrupando términos por parejas
conjugadas, este procedimiento permite afirmar que

k—1
Nu ((D2 —2aD + (a* + bQ)I)k> = @ gen {27 cos(bx), z/e™* sen(bx) }
§=0

como R-espacio vectorial. La base del nicleo de L se repara reemplazando el con-
junto de parejas de funciones complejas conjugadas

{6)\1” A ke que,\z}
por el conjunto de parejas de funciones reales constituidas sus partes reales e ima-
ginarias
{ ax ax k—1_ax k—1 _ax
e cos(bx), e sen(bx), ..., x" e cos(bx), "' sen(bx)} .

Ejemplo 2.8. [ver el Ejercicio 1.18] Consideramos el operador diferencial L :
C*(R) — C°°(R) definido por L = (D? — 6D + 13I)%. En este caso el polinomio
caracteristico de L es p(x) = (22 — 6x + 13)? y su espectro es

U(L){H V26_52}{3j:2i}{3+2i,322‘}c<C\R

En este caso podemos afirmar que

Nu(L) = gen {€** cos(2z), € sen(2z), ze*” cos(2z), ze*” sen(2z) } .

2.6. Meétodo de los coeficientes indeterminados.

Aniquiladores. Sea g € C*°(R, C). Un aniquilador de g es un operador diferencial
lineal con coeficientes constantes, A, tal que g € Nu(A). En otras palabras, A es un
aniquilador de g, siempre y cuando A[g] = 0.

Teorema 2.9. Sean L y A dos operadores diferenciales lineales con coeficientes
constantes. Si g es una funcion suave aniquilada por A, entonces

(a) Toda solucion de la ecuacion
(8) Lyl =g

pertenece a Nu(Ao L);
(b) En todo subespacio S C Nu(AoL) tal que Nu(L)®S = Nu(Ao L) existe una
dnica solucion de la ecuacion Lly] = g.

Demostraciéon. Para fijar ideas suponemos que L es de orden n y que A es de orden
m. Entonces, A o L es de orden n + m.

(a) Aplicamos A en ambos lados de la ecuacién L[y] = g y obtenemos

(Ao L)[y] = Alg] = 0.
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(b) Sea By, = {y1, y2, - - -, Yn} una base de Nu(L). Como AoL es de orden n+m

la extendemos a una base Bar, = {y1, Y2, - -+, Yns 21, - - 2m} de Nu(AoL)
de manera tal que Bar \ Br, = {z1,..., z;m } sea una base del subespacio S.
Entonces L[z1],..., L[zm] pertenecen al Nu(A) y son linealmente indepen-

dientes. En efecto, si
Z CjL[Zj] = 07
j=1

entonces
m
L Z Cij =0.
j=1
Lo que implica que Z;":l ¢jz; € Nu(L)NS = {0}. Pero como 21, ..., Z, son
linealmente independientes, resulta que ¢; = 0 para todo j € {1,...,m}.

Como la dimensién de Nu(A4) = m, el conjunto

{L[z1],-.., Llzm]}

es una base de Nu(A4). En consecuencia, si g € Nu(A4), g admite una tnica
representacién de la forma

9= ¢Llz].
=1

Por lo tanto,
m

Yp = Z cjzj €8
j=1

es una solucién particular de la ecuacién Lly] = g. Como los coeficientes
€1,.-.,Cm son unicos, no hay otra solucién de L[y] = g en S.

O

Nota Bene. Notese que la demostracion del Teorema 2.9 es constructiva y pro-
porciona un método para construir una solucién particular y, de la ecuacién (8)
siempre y cuando se disponga de un aniquilador de la funcién g. A saber:

=W N =

. Fijar un aniquilador A de la funcién g.

. Hallar una base By, = {y1,...,yn} de Nu(L).

. Hallar una base Bar, = {y1,.--,Yns21,---,2m} de Nu(Ao L).
. Considerar el subespacio

S=gen(Bar \ Br) =gen{z1,...,2m}

Como {L[z1],...,L[zm]} es una base de Nu(A) y Alg] = 0, existen tinicos
escalares ¢1,. .., ¢, tales que g = Z;nzl ¢;L[z;], y de allf se deduce que y, =
ZTZl ¢;z; es la nica solucién particular de la ecuacién (8) perteneciente al

subespacio S.

Ejemplo 2.10. Consideramos la ecuacion diferencial

(9)

y" — 5y + 6y = ze3®.

Tiene la forma L[y] = g, donde L = D? — 5D + 61 y g = xe3®. Para resolver la
ecuacién factorizamos a L y aniquilamos a g. Como el polinomio caracteristico de
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Lesp(z) =22 -52+6y p(x) = (x—2)(x—3), tenemos que L = (D —2I)(D —3I).
Usando el resultado del Lema 2.3 se puede ver que A = (D —31I)? es el aniquilador
de g = ze3* de menor orden posible. Como Ao L = (D —2I)(D — 31)? tenemos que

1. By = {e**,e3*} es una base de Nu(L)
2. Bar = {e?*,e3% 1e3% 2%e3%} es una base de Nu(Ao L)
3. Bar \ Br = {ze3®, 2237}

Como sabemos que existe una tnica solucién particular de la forma

(10) Yp = c12€®” + cor?e” = (cra + con?)

6330,
con cq,co € R, escribimos la ecuacién
L [(c1z 4 c22?)e®*] = ze®”

y despejamos ¢ y co. El lado izquierdo de la ecuacién se calcula de la siguiente
manera

L [(c1z 4 c22?)e**] = (D — 2I)(D — 3I) [(c1z + c22?)e]
= (D —2I) [(c1 4 2cz)e*]
= D [(c1 + 2c22)e**] — 2(c1 + 2coz)e™
= 2¢9e3" + 3(c1 + 2c01)e®” — 2(cy + 2cox)e>”
= 209e3% + (1 + 202x)63””
= (2¢3 + ¢1)e® + 2cowe®
Como {e3%, 237} es linealmente independiente, la identidad
(2¢ + ¢1)e3® + 2cpwe® = 2e3”

solo es posible para 2co +c¢; = 0 y 2co = 1. En consecuencia, c; = % vy =
—1; reemplazamos estos valores en (10) y obtenemos la solucién particular que

estdbamos buscando: .
Yp = <—.’£—|— 2$2> 63a:.

Por lo tanto, todas las soluciones de la ecuacién diferencial (9) son de la forma

1
Y= (—x + 21:2) e 4 ae®® + bed”,

con a,b € R. O



