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1. HERRAMIENTAS Y TECNICAS DE CACULO

1.1. El binomio de Newton y el tridAngulo de Pascal.

En Anélisis Matemaético I se ensena que

(a+b)" = Zn: (Z) "k,

k=0
donde
n\ n!
<k) Ckl(n—k)V
cualesquiera sean n € Ng y k € {0,1,...,n}. Observando que para cada n € Ny
vale que

(5)-()-»
0 n
y que para cada n € N y para todo k € {1,...,n — 1} vale que
n\ (n-—1 n n—1
k) \k-1 k)’
se comprueba que los coeficientes binomiales pueden organizarse en el llamado
triangulo de Pascal

1.2. Derivadas del producto y derivadas sucesivas.

Si f y ¢ son funciones suaves, se puede comprobar que

n
n n n—
0 Difel =Y (7)o D
k=0
También se puede comprobar que
" /n

2 D—-\)" = D" F(=A)*.
@) DA =32 (1)

Ejemplo 1.1. Para fijar ideas ilustramos el caso n = 3. La expresién (1) adopta
la forma

D[fg] = f"g+3f"g +3f'g" + fg",
y la expresién (2) adopta la forma

(D —\I)? = D?® —3\AD?* + 3\?D — \*I.
En consecuencia,

(D _ )\I)S[y] _ y/// o 3)\y//+3/\2 /I )\3y.



1.3. El wronskiano y su derivada.

Recordemos que el wronskiano de un conjunto de funciones suaves {y1,y2, ..., yn},
W : R — K, definido por
y1() ya(x) yn(x)
yi(z Ya() Yn ()
(3) W (z) := det : : : )
-1 -1 1
n' @) e - @)
Matriz wronskiana de {y1,¥ya2,...,Yn}
se introdujo para estudiar la independencia lineal del conjunto {y1,y2,...,¥n}. En
aquel momento demostramos que si existe zo € R tal que W(xg) # 0, entonces
el conjunto {y1,y2,...,yn} €s linealmente independiente. La prueba se basaba en

observar que de la relacién

n
Z CilYy; = O7
j=1

se deduce que los coeficientes ¢y, co,...,c, satisfacen el siguiente sistema lineal
homogéneo
y1(wo) Y2(o) Yn (o) c1 0
y1 (o) ya(wo) -+ yplzo) | e 0
(4) : : : ST
y" Vo) w Vo) o wVwo)] Lea] [0

Como W (zg) es el determinante de la matriz de dicho sistema. Decir que W (zg) # 0
equivale a decir que el sistema es compatible determinado y por lo tanto, su unica
solucién es la solucién trivial.

Nota Bene. Nétese que el wronskiano de un conjunto de funciones suaves también
es una suave. Se puede comprobar que la derivada del wronskiano es el determi-
nante de la matriz que resulta de derivar las componentes de la n-ésima fila de la
matriz wronskiana de {y1,y2,...,yn}. La prueba se basa en la regla para derivar
determinantes.

Lema 1.2 (Regla de derivacién). Sea A € (C™(R,K))"*" una matriz de n x n
cuyos coeficientes a;; son funciones suaves. Entonces, det(A) € C*(R,K) y su
derivada se calcula mediante la siguiente regla

D [det(A Z det(A}),
donde, para cada t € 1,,,
(5) Ap=A+ Z —ai;)E
es la matriz que resulta de derivar las componentes de la i-ésima fila de A.
Demostracion. Ejercicio. ([

1.4. Unicidad del operador normalizado.



Advertencia. En todo lo que sigue, salvo que se indique lo contrario, n serd un
nimero natural y L € £ (C*(R,K)) serd un operador diferencial lineal de orden n
con coeficientes constantes:

(6) L=D"+a, D" ' +.---4a;D+apl,
donde ag,aq,...,a,_1 € K.

Comentario. En esas condiciones se sabe que dim (Nu(L)) = n. Esto significa que
el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion diferencial homogénea

(7) Llyl =y +an1y" Y+ + a1y +agy = 0,
se puede describir de la siguiente manera

{y € C*(R,K): Lly] =0} = gen{y1,y2,.--,Yn}

= yGCm(R,K):y:chyj,cjEK,jE]In ,

j=1
donde {y1,¥y2,...,Yn} es una base de Nu(L).

Definicién 1.3. A un conjunto {yi,ys,...,yn} de soluciones de (7) linealmente
independiente se lo denomina un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién
homogénea L[y] = 0.

Lema 1.4. Sea {y; : j € I,} un conjunto fundamental de soluciones de la ecua-

cion homogénea Lly] = 0, y sea L un operador diferencial lineal de orden n con
coeficientes constantes de la forma
(8) L=D"+b, D" ' +...4bD+bl,

con bg,by,...,bp_1 € K. Si i[y]] =0 para todo j € I,, entonces L = L.

Demostracion. Por un lado
A=L-L=> (byg—any)D""
k=1

es un operador diferencial lineal con coeficientes constantes de orden menor que n.
Por otro lado, {y; : j € I,} C Nu(A). Si A # 0, la dimensién del nicleo de A debe
ser menor que n. Como {y; : j € I,} es linealmente independiente esa posibilidad
queda descartada. En consecuencia, A = 0 y por lo tanto L=L. O

1.5. Aniquiladores.

Lema 1.5 (Aniquiladores). Sean a € R, b € R\ {0} yp € R[z]. Si A € L(C*(R))
es un operador diferencial lineal con coeficientes constantes de orden positivo, en-
tonces

Alp(@)e™] =0 = A= (D —al)*P*g(D),
Alp(x)e®® cos(bx)] =0 <= A= (D?—2aD + (a® + b*)I)%sP)+1y(D),
Alp(z)e®®sin(bx)] =0 <= A= (D?*—2aD + (a? 4 b*)1)3sP+1g(D),
donde deg(p) es el grado del polinomio p, y q € R[z] \ {0}.



Demostracion. Se deduce de la relacion
(D = ADF[f(x)e”] = B (@)e®
y del Lema 1.4. O

2. PROBLEMA DE VALORES INICIALES

El siguiente resultado es la herramienta principal para tratar este problema

Teorema 2.1 (Unicidad). Sea y € C*(R,K) una solucién de la ecuacion Lly] = 0.
Si y(0) =4/ (0) =--- = y1(0) = 0, entonces y = 0.

Demostracion. Pendiente. O

Nota Bene. Nétese que el resultado anterior tiene la siguiente consecuencia: si
{Y1,Y2,---,Yn} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacidn Lly] = 0,
entonces el wronskiano de {y1,ya, ..., Yyn} verifica que W(0) # 0. Esto es asi, porque
toda solucién de la ecuacién homogénea L[y] = 0 se representa de manera tnica
como una combinacién lineal de la forma

9) y=ciy1 + coy2 + -+ Cpln.

Cuando se reemplazan las condiciones iniciales

y(0) =y'(0) ==y V(0) =0

en la representacion (9) se obtiene un sistema lineal homogéneo en las indetermina-
das ¢y, ¢, ..., ¢, cuya matriz es la matriz wronskiana de {y1,y2,...,yn} evaluada
en r = 0. Como esas condiciones implican que y = 0, la independencia lineal del
sistema fundamental {y1,ys2, ..., y,} implica que ¢; = ¢g = -+ - = ¢,,. Como se trata
de un sistema compatible determinando el determinante de su matriz debe ser no
nulo. Por lo tanto, W(0) # 0. O

2.1. Comportamiento del Wronskiano.

Lema 2.2. Sea L el operador diferencial lineal de orden n con coeficientes constan-

tes definido en (6) y sea {y1,y2,...,Yn} un conjunto de soluciones de la ecuacién
homogénea Lyl = 0. Si W : R — K es el wronskiano de {y1,ya,...,yn}, entonces
(10) W' = —ap_W.

En consecuencia,

(11) W(x) =W (0)e 417,

Demostracion. Se deduce de la férmula general de la derivada del wronskiano y del
hecho de que toda solucién de la ecuacién homogénea L[y] = 0 verifica que

(12) y" = —ap 1y — - — a1y —agy.

Reemplazando estd expresion en las componentes de la tltima fila de la matriz que
describe la derivada del wronskiano y usando las propiedades del determinante, se
deduce la veracidad de (10). O



Nota Bene. Nétese que cuando {y1,¥s,-..,yn} €s un conjunto de soluciones de la
ecuacién homogénea L[y] = 0, hay dos alternativas:

1. W(z) # 0 para todo x € R.

2. W=0.
La primera alternativa es equivalente a que {y1,¥2,...,yn} sea un sistema funda-
mental de soluciones de la ecuacién homogénea L[y] = 0. La segunda es equivalente
a que el conjunto {y1,y2,...,yn} sea linealmente dependiente.

Los argumentos y resultados precedentes se resumen en el siguiente teorema

Teorema 2.3 (Bocher, 1900). Sea L un operador diferencial lineal de orden n

con coeficientes constantes y sea {y1,Yy2,...,Yn} un conjunto de soluciones de la
ecuacién homogénea Lly] = 0. Si existe g € R tal que W(xo) = 0, entonces
{y1,Y2, -, Yn} es linealmente dependiente.

2.2. Problema de valores iniciales.

Sea L el operador diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes definido

en (6). Si g es una funcién suave e yo, ¥, - - - ,y(()"_l) es una coleccién de escalares
cualesquiera pero fija. Resolver el problema de valores iniciales
Lyl = ¢
0 = w
(13) y'(0) = o
n— n—1
T ONESNT

significa determinar el conjunto de todas las funciones suaves y que satisfacen la

ecuacién L[y] = g y cuyas derivadas sucesivas en el 0 verifican que y*)(0) = yék)
para todo k € {0,1,...,n—1}.

El siguiente resultado proporciona la herramienta principal para tratar este
problema. Su demostracion es constructiva y ofrece un método para resolverlo.

Teorema 2.4 (Existencia y unicidad). Sea L el operador diferencial lineal de or-

den n con coeficientes constantes definido en (6). Dados yo,yg, - - - ,yén_l) eKy

g € C®(R,K) eziste una tinica solucion de la ecuacion L[y| = g que satisface las
condiciones iniciales y*) (0) = y(()k) para todo k € {0,1,...,n—1}.

Demostracién. Dado un sistema fundamental de soluciones de L[y] = 0,

{y1, 92, un},
sabemos que la ecuacién
(14) Lyl =g
tiene solucion y que todas sus soluciones tienen la forma
(15) y=cyi1+cy2+ -+ Culyn +Yp

donde y,, es una solucién particular de la ecuacién (14) y ¢1,¢2,...,¢, € K



7

Resolver el problema de valores iniciales (13) equivale resolver el siguientes sis-

tema lineal de n x n, en las incognitas ¢y, ca,...,cp
k k k
ey (0) + ey (0) + - + cayP(0) + 5 ®) (0) =y
para todo k € {0,1,...,n — 1}. Esto es, se trata de resolver sistema
y1(0) y2(0) - wa(0) c Yo — yp(0)
v1(0) ya(0) o wn(0) ¢ Yo — p(0)
nf.l nf. nf' - n— - —
y" Oy 0 e w Vo) e LY -0
Matriz wronskiana de {y1,y2,...,yn} en z =0.
Este sistema tiene solucién unica porque W (0) # 0. Despejados los ¢1, ¢, ..., ¢, se

reemplazan en (15) y San se acabd el problema: la solucién existe y es tnica. O

Comportamiento asintético. Dados L el operador diferencial lineal de orden n
con coeficientes constantes definido en (6) y g una funcién suave se trata de analizar
el comportamiento para x — 400 de las soluciones de la ecuacién L[y] = 0 para los
distintos juegos de condiciones iniciales (0),%(0), ...,y 1(0).

3. ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN

3.1. Analisis.
Consideramos la ecuacién diferencial general
(16) Yy +by +cy =0,

donde b, c € R. Se trata de analizar el comportamiento de sus soluciones para las
distintas elecciones de la pareja de coeficientes b, c.

Nota Bene. La ecuacién (16) tiene la forma L[y] = 0, donde L = D? + bD + cI.
En principio, el comportamiento de sus soluciones depende del espectro de L

U(L):{_biZM}:{—Z:I: T—c}.

Hay tres casos posibles que dependen de las relaciones entre b y c:

b? b2 b2
Z>C’ Z:c, Z<c.

Caso 1. b4—2 > c¢. En este caso el espectro de L es de la forma

- {Lsal,

donde O = \/g, y las soluciones de la ecuacién homogénea (16) son de la forma
(17 y= cre(73T)r o o o(-5-9)e _ (-3+0)s (c1 + epe297) = 616(7%+Q)x’

con c1,co € R.



Para analizar el comportamiento del

lim y(z)

r—+00

necesitamos distinguir tres casos:

1. Caso —% + Q < 0. Esto ocurre cuando
b2
{[b c]TeR2zb>0,O<c<4}.

En este caso,
lim y(x)=0

r—+400
para cualquier pareja c1,co € R.
2. Caso —% + © = 0. Esto ocurre cuando

{lb " eRr?:b>0,c=0}
En este caso,

mgr—ll-loo y(w) - a

para cualquier pareja cj,co € R.
3. Caso —% + Q > 0. Esto ocurre cuando

T b?
{[b | €R2:b>0,c<0\/b§0,c<4}

En este caso,

. 400 sic 0
hmly(“’”:{o méio

xr——+00

para cualquier co € R.

Cémo dependen ¢; y ¢o de las condiciones iniciales y(0),3'(0)?

Vo BB = B0

] 1 {(g - 2)y(0) - (0)

[
C2

Por lo tanto, ¢; = 0 si y solamente si

W0 O] egen{[t -

Nlo
|
=,

N
——

y las soluciones de la ecuacién homogénea (16) son de la forma

b b _by(C1 _b
(18) y=cre 2%+ cowe 2% = ge” 27 (;"’Cg) = coxe” 27,

con cy,co € R.

Para analizar el comportamiento del

lim y(z)

r—+00



necesitamos distinguir dos casos:

1. Caso b > 0. Esto ocurre cuando

2
{[b c]TGRQ:b>O,cZ}.

En este caso,
lim y(z)=0

T—~+00
para cualquier pareja c1,co € R.
2. Caso b < 0. Esto ocurre cuando

2
{[b C]T€R2:b<07c:i}

En este caso,

, _ +0o0 si Co 7& 0
m (@)l = { 0  sica=0

para cualquier ¢; € R.
. Cémo dependen c¢; y ¢y de las condiciones iniciales y(0),y’(0)?

R 1 1 ) Rl o g L i R PR

Por lo tanto, co = 0 si y solamente si

[(0) y’(O)]Tegen{[l —%]T}

Caso 3. b4—2 < c. En este caso el espectro de L es de la forma

- {-banil

donde 2 = /¢ — %, y las soluciones de la ecuacién homogénea (16) son de la forma

(19) y= cre”37 cos (Qz) + o637 sen (Qz) = e 3" (c1 cos (Qx) + casen (Qx))
con c1,cy € R.
Para analizar el comportamiento del
lim 162
necesitamos distinguir tres casos:
1. Caso b > 0. Esto ocurre cuando

2
{[b C]T€R2:b>0,c>l;}.

En este caso,
lim y(x) =0

T—r+00

para cualquier pareja ci,co € R.
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2. Caso b = 0. Esto ocurre cuando
{lb " er?:b=0,c>0}
Salvo el caso trivial ¢; = co = 0, en este caso no existe el
i, y(@)
la funcidén es oscilante y se mantiene acotada satisfaciendo que
ly(2)| < lex + ez

para todo x € R, cualquiera sea la pareja c¢1,cs € R.
3. Caso b < 0. Esto ocurre cuando

2
{[b c]TeRZ:b<0,c>Z}

En este caso, salvo por el caso trivial ¢; = ¢o = 0, no existe el
lim y(z),

Tr—r+00

porque la funcion es oscilante, pero a diferencia del caso anterior esta vez la
funcién no es acotada.

;Cémo dependen c; v ¢ de las condiciones iniciales y(0),3/(0)?
R T ] R MR A R PR W

3.2. Corolarios. Del analisis anterior se desprende la validez del siguiente resul-
tado

Corolario 3.1 (Comportamiento asintético). Sean b,c € R} Todas las soluciones
de la ecuacion

(20) y' +by +cy=0,

tienden a 0 cuando x — +oo.

Nota Bene. Nétese que dados c;,cz € R tales que ¢ + ¢3 > 0, vale que

c1 cos (Qx) + easen (Qx) = /2 + 2 | ———= cos (Qx) + ——=—=sen () |,
' Vet +a Vet +a

Como

2
+ [ =2 —1
cl +02 \/cf—kc% ’

existe un dnico ® € [0, 27) tal que
C2

\/cl—|—c§ \/Cf—kcg-
Poniendo A = /% + ¢3 y usando ese valor de ® tenemos que
1 cos (Qx) 4 cosen (Qx) = Acos (Qz + D)

cos(P) = , sen(®) = —

Hemos demostrado el siguiente resultado:
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Corolario 3.2 (Oscilador). Sean b,c € R tales que b*> < 4c. Todas las soluciones
de la ecuacion

(21) y' + by + ey =0,
son de la forma
(22) y = Ae 2% cos (Qx + B)

donde Q = 4/c— % yA >0, P e [0,2r) son constantes que dependen de las
condiciones iniciales.

Nota Bene. Nétese que la expresion para las soluciones de la ecuacién (21) dada
en (22) permite interpretar de un golpe de vista el comportamiento de las mismas.



