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1. ESPACIOS EUCLIDEOS

En todo lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, K es R o C.

1.1. Definiciones y propiedades elementales.

Definicién 1.1 (Producto interno). Un producto interno en un K-espacio vectorial
V es una funcion (-,-) : VxV — K que posee las las siguientes propiedades:

(i) Para cada N € K y z,y,z €V
a’) <$ + y,z> = <.’L’,Z> + <y7z>,
b) (Az,y) = Mz, y).
(i) (z,y) = (y,z) Y,y € V.
(iil) (z,z) >0 siz #0.

Definicién 1.2 (Espacio euclideo). Un K-espacio vectorial V munido de un pro-
ducto interno (-,-) se llama espacio euclideo y se denota por (V,(-,-)). Cuando
K =R se dice que (V,(-,-)) es un espacio euclideo real y cuando K = C se dice que
(V,{-,-)) es un espacio euclideo complejo

Nota Bene. Notese que

(z, ) = Ay, 2) = Ay, 2) = Ma,p).
Definicién 1.3. Sea (V, (-,-)) un espacio euclideo. Decimos que los vectores x e y
son ortogonales entre si, y escribimos x L y, si, y sdlo si, {x,y) = 0. El conjunto
de todos los vectores ortogonales a = se denota por x, y se llama el subespacio
ortogonal a x

zti={yeV:(yx)=0}.

s gule}

Nota Bene. Notese que

z* Ngen{z} = {0}.
En efecto, si y € 1 N gen{z} tenemos que 0 = (y,z) y también que existe A € K
tal que y = Az. De aqui que 0 = (\z,x) = X (x, z). Por lo tanto, A = 0 6 (z,x) = 0.
En el primer caso y = 0z = 0; en el segundo x = 0 y entonces y = 0.
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Definicién 1.4. Sea (V,{(-,-)) un espacio euclideo, la funcién || -] : V — RT

definida por
2] := vz, z),

se denomina la norma inducida por el producto interno (-, -). Al nidmero no negativo
lz]| se lo denomina la norma de x.

Nota Bene. Notese que las siguientes propiedades son consecuencias inmediatas
de las propiedades elementales del producto interno.

1. |z =0 <= x=0,
2. ||Az|| = |\|||z|| para todo A € K, z € V.

Interpretacion geométrica. La norma de x representa la longitud del segmento
de recta [0, 2] := {tz : t € [0,1]} que une a los puntos 0 y z.

— 2\

)

Esfera unitaria. El conjunto de todos los vectores de norma unitaria,
S1={ueV:|u|=1},

se denomina la esfera unitaria. Cuando dim(V) = 2 se denominard la circunferencia
unitaria.

72

> >x

8, e\ Idl=1}

Nota Bene. Nétese que si z # 0, entonces u,, := ||z|| "'z pertenece al subespacio
generado por z y |luz|]| = 1. En otras palabras, para cada z # 0, existe un tnico
elemento u, € S, tal que z = ||z||u,.
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Teorema 1.5 (Pitdgoras). Afirma que si x L y, entonces

lz+yl* = [l + llyll*.

Demostracion. Desarrollando el cuadrado del binomio se obtiene
lz +ylI* =z +y,2 +y)
=(z,z+y) +(y,z+y)
= (z,2) + (z,y) + (y,2) + (v, y)
2Re((z,y))
= [l + Iyl
([l

Nota Bene. Notese que para pasar de la tercera a la cuarta igualdad usamos que

(,y) + (y,2) = (2, y) + (2,9) = 2Re((z,1))-

Problema. Dados z,y € V\ {0}, hallar A € K tal que y — Az L x

A

N
R

Traducimos y seguimos la huella
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Nomenclatura. El vector %x se llama proyeccién ortogonal de y sobre el subes-
pacio generado por x y se lo designa mediante

(y, @)
Pgen{;c}(y) = ”ng Z.

3
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Nota Bene. Nétese que para \ = f&ﬁ‘g la desigualdad ||y — Az||? > 0 implica que

(. 9) | < [l=lllyll-
En efecto,
ly = Az = {y = Az, y — Az)
= (y,y — A\x) — A{z,y — Ax) porquey— Az Lz
—_———
=0
= <yay> 7X<y,$>

— )2 - <H"””x |y2> (,2) porque 7,3 = {z,y)

l=yll* = | {=,y) I?
= B : porque (z,y) (y,z) = | (z,y) [?

Como ||y — Az||2 > 0y ||z||* > 0, resulta que

ll*lyll* = | {z,y) > > 0
y de alli se deuce que
[z, ) | < ll=llllyll-

Nota Bene. Nétese que | (z,y) | = ||z|||ly]]| <= y = Az con A =

(y,z)
|

z][**

Hemos demostrado el siguiente Teorema

Teorema 1.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (V, (-,-)) un espacio euclideo.
Para todo x,y € V vale que

(1) (@9 | < llzllyll-

Ademds, si x # 0, la igualdad en (1) se cumple si y solo siy = Ax con A = ﬁiﬂ?




Desigualdad triangular. La desigualdad triangular
(2) o +yll < llzll + [yl

es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En efecto,
basta observar que ||z +y||? < (||z| + |y[})> <= Re({z,y)) < |jz|||ly| v utilizar a

desigualdad de Cauchy-Schwartz para comprobar que Re({(z,y)) < |z|||y]|. O
Corolario 1.7. Sea (V,(-,-)) un espacio euclideo y sea || - || : V= Rt su norma
inducida,

2]l = v/ {z, z).

Vale que:

1. ||z]| =0 si, y sdlo si, x = 0.
2. |IAx|| = [M\|||z|| para todo X € K, x € V.
3. Jlz+yl < llzll + Iyl para todo 7,y € V.

Meétrica. Todo espacio euclideo (V, (-,-)) se convierte en un espacio métrico defi-
niendo la distancia entre sus puntos, d : V x V — R*, mediante la férmula

3) d(x,y) = lly — |

AC‘%"}} = n \j : x“

Esta funcién es una distancia porque satisface las siguientes propiedades

1. Para z,y € V: d(z,y) = 0 si, y sélo si, x = y.
2. d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € V (simetria).
3. d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y) para todo z,y, z € V (desigualdad triangular).

Nota Bene. Nétese que la distancia definida en (3) posee las siguientes propiedades
adicionales:

(a) Invarianza por traslaciones:
d(z,y) = d(x + 2,y + 2).

En palabras, la distancia entre x e y no cambia si ambos puntos se someten
a una misma traslacién. En particular, d(z,y) = d(z — y,0), de modo que
las distancias al origen son suficientes para conocer todas las demés.



(b) Cambio de escala por dilataciones:
d(Az, Ay) = [Ad(z, y).

En palabras, al dilatar ambos puntos por un mismo factor A € K, la distancia
queda multiplicada por |A]).

2. GEOMETRIA EN ESPACIOS EUCLIDEOS REALES

En todo lo que sigue (V, (-, -)) representara un espacio euclideo real. Esto significa
que V es un R-espacio vectorial y que (-,-) : V x V — R satisface que:

1) Paracada A e Ky z,y,z €V

a) (z+y,z) = (2,2) + (Y, 2),

b) (Az,y) = Nz,y).
2) (x,y) = (y,x) para todo z,y € V.
3) (z,z) >0sixz#D0.

2.1. Longitudes y angulos.
En este contexto, el cuadrado del binomio adopta la forma
lz +yllI* = llz[* + ly]|* + 2 (2, y)
lo que modifica el contenido del Teorema de Pitagoras. Aqui vale que
v Ly = [e+yl? =zl + yl*.

Ademds la Desigualdad de Cauchy-Schwartz para x,y € V \ {0} adopta la
forma equivalente

(z,y)
4 —1< < 1.
) < el <
A4
<z,
Nl gl

® (Y"’“
@61:0)7‘:3

Como IIS\DI’?IQH € [—1, 1], existe un tnico 0 € [0, 7] tal que

(z,y)

cosf) = ———
Iyl
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Definicién 2.1 (Angulos). Sea (V,(-,-)) un R-espacio euclideo. Para cada pareja
z,y € V\ {0}, definimos el dngulo entre x ey, 8 = <(x,y), mediante la férmula

g .= arccos( (@) )
(EIR

vy
&)
o )
Relacién con la esfera unitaria.
U=
[l
4 4

(uj:m

Seluev: N4

FIGURA 1. Nétese que Hgfl"ﬁ’?j” = <i i> = (Ug, Uy).

Lema 2.2 (Aditividad). Sean x,y € V\{0} dos vectores linealmente independientes
y sea z = t1x + toy con ty,ty > 0.

Vale que
Uz,y) = <(2,2) + <(z,y).



Demostracion. De acuerdo con la observacién anterior tenemos que

a = (Ug, Uy) = <, 7),

b= (ug, u,) = <(x, 2),

¢ = (U, uy) = <z,y).
Decir que

Uz,y) = Az, 2) + <(z,y)
es lo mismo que decir que
arc cos(a) = arc cos(b) + arc cos(c).
Se trata de probar que vale lo siguiente
(5) a = cos (arc cos(b) + arccos(c)) = be — V1—62/1 =2
La segunda igualdad se obtiene recordando que
cos(fy + 63) = cos by cos By — sen 61 sen by

y que sen @ = /1 — cos? f para cualquier 6 € [0, 7].

Para demostrar (5) expresaremos los valores de b y ¢ en funcién de a. Por hipéte-
sis, u, = $1Ug + Sauy con s1, s > 0. En consecuencia,

(6) b= (Ug,Us) = 81 (Ug, Ug) + S2 (Uy, Uy) = S1 + S2a,

(7) €= (Uz, Uy) = 81 (Ugp, Uy) + S2 (Uy, Uy) = S2 + 510
Ademis,

®) 1= flual® = sillual® + s3lluyl® + 25182 (wa, uy) = 57 + 53 + 251520

De (6) y (8) se deduce que
b = 52 + 251500 + s3a® = 1 — 55+ s2a = 1 — s3(1 — a?).
En consecuencia,
1—b? =s3(1 —a?).
De la misma manera, usando (7) y (8), se comprueba que
1—c*=53(1—a?).
Como s1,80 >0y 1— a? > 0 se deduce que
V1i—2/1-¢2 = s189(1 — a?).
Por otra parte, usando (6) y (7) se obtiene que
be = 5159 + (82 + s3)a + 51500 = s159(1 + a?) + (52 + s2)a.
En consecuencia,
be — mm = 5152(1 — a?)
= 251800% + (52 + 52)a
= a(s? 4 53 + 2s152a)

= a.
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Nota Bene. Nétese que ahora « | y <= (z,y) = 0 significa que el dngulo entre
x ey es 5. Lo que recupera la nocién cldsica de perpendicularidad.

2.2. Contenido geométrico de la tabla de multiplicar.

En lo que sigue consideramos la tabla de multiplicar de dos vectores linealmente
independientes x e y:

<'ﬂ > £ Yy
z | (x,) | (z,y)
y | (y,2) | (Y, v)

Formalmente se la denomina la matriz de Gram del conjunto {x,y} y se la denota
mediante Gy, 3. Tenemos que

G =[(00) E].

La informacién que proporcionan sus coeficientes es suficiente para analizar las
propiedades geométricas del triangulo de vértices 0,x,y. A partir de los mismos
quedan unfvocamente determinadas las longitudes de los lados Oz, Oy y del dngulo
0 que forman entre ellos:

(z,y)

by =+/{x,x), L, =+/(y,y), cosf= .
o) b= Vi) B

ﬁ‘ﬁ@lﬁa JCLRQVAO oY)
AS— xS ‘Z}fojgr

FiGURA 2. Informaciéon geométrica correspondiente al tridngulo
de vértices 0, x, y proporcionada por la matriz de Gram de {z, y}:

(z,2) =02, (y,y) = 55, (x,y) = €.l cosb.

Nota Bene. Nétese que la matriz de Gram de {z, y} puede expresarse en funcién
de ¢;,¢,,0 mediante

2 L34y cos O
©) Cloat = (0,0 c0s0 2 |

De (9) se deduce que el determinante de G'¢, 3 es el cuadrado del drea del parale-
logramo generado por los vectores = e y. En efecto,

(10) det (Gyayy) = 50 — 020 cos® 0 = (305(1 — cos” 0) = (207 sen® §



11

&
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o E, 9!
o 'Q‘L

El 4rea del paralelogramo generado por los vectores z, y, £;(¢, sen @), es el doble
del drea A del tridngulo de vértices 0, x,y. De la identidad

det (G{z,y}) =442
se deduce que

1
A= 3 det (G{m,y})'

2.3. Primera descomposiciéon ortogonal.

Problema. Dados z,y € V\ {0}, cémo debe ser A € R para que la distancia entre
Az e y sea minimal.

a2
< T &bgya o\xw/bﬂ P
%&‘ T‘t la & Slomun eu
N ‘L"b »60‘- A meed
e
Ficura 3. La figura indica que A = TI H"? porque para ese valor

vale que y — Az L .

Minimizar d(Az,y) = ||y — Az|| es equivalente a minimizar la ||y — Az||?.
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Observamos que

ly = Azll* = lly1* = 2X {y, @) + X*[l]?

(y,z) |yl
= ||z||? (v —2) +
z)>  [|=]?

el | (- e wn)® i
=l [(A or) - +||x||2]

2 2
= ||z||? ()\ B <y,x>) Jr||96||2||y||2 —(y,z) .

(B4 [z
>0
Por lo tanto el minimo de [y — Az|| se alcanza en A\ = f‘wng y el valor minimo
alcanzado es:
iy ] = VIel2lol? - @) s
Aer 1Y - Bl - ’
donde 0 = <(z,y).
\é“ ‘.; x?'z, 1‘, .
Hxh” -
il L+ ‘
3,,,/ J(‘é,%l ) j_wﬂ = |4 &8
r//
’/
/
/ e - o
:*4,,——(:)Ix> L
Il bl 4%
e ? (“6\ i
=4l e

Nota Bene. Nétese que V = gen{z} @ z*. Esto es asf porque gen{z} Nzt = {0}

y para cada y € V vale que
{y, z) ( (y, z) >
= r+ |y — x
]2 ]2
—_——— —————

€gen{z} cxt

2.4. Validez del quinto postulado.

Lema 2.3. Si vy y vy son dos vectores linealmente independientes tales que vy =
Pgen{vl}@), entonces el tridngulo de vértices 0,v1,vs es un tridngulo rectdngulo de
catetos Ovy, U103

Demostracion. Basta observar que vy — vy = vg — Pyenfo,}(v2) L v1. O
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Lema 2.4. Sean vy y va dos vectores linealmente independientes tales que vy =

Pyengo,}(v2). Sia= <(v1,v2) y B = <(va,v2 — v1), entonces
(11) oz—l—ﬁzg

Demostracion. Se deduce de la figura siguiente.

\PRA

o [Nl \a ;Pa'ﬁv& (v2)

FIGURA 4. De la relacién cos 3 = H”‘Tv—;ﬁl\l = sena, con «, 3 €

(0, g) se deduce que = 5§ — a.

Decir que vo —v; L v; equivale a decir que 0 = (vq,v1) — ||v1]|? ¥ en consecuencia,

tenemos que (vq,v1) = [[v1||? > 0. De aqui se infiere que
(12) cosa = (o2, 0) ”le
[oalllloall [oz

En consecuencia cosa > 0 y por lo tanto, a € (0, %)
Por otra parte, tenemos que
[[02] — Jlva |2
[[vz]]

porque el coseno [ es igual a la longitud del cateto adyacente sobre la longitud de la
hipotenusa. El cateto adyacente mide ||vz —v1]|, la hipétenusa mide ||va]| y el cateto
opuesto mide ||v1]|. El Teorema de Pitdgoras indica que ||va —v1]|% +||v1]]? = ||Jv2||*.

De (13) y (12) resulta que

(13) cos 8 =

\/ﬁ 2
(14) COSﬂ:MZ 1—HU1|| =+ 1—cos?a =sena.

[0zl [[o2]]?
Como a, 3 € (0,%) la relacién (14) sélo es posible para
™
B= 5~ o
Esto es asi porque
cos (E — a) = sena,
2

y la funcién coseno es inyectiva en el intervalo (O, g) (]
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Lema 2.5. Sean vy y vy dos vectores linealmente independientes. El tridngulo de
vértices 0,v1,ve se puede descomponer en dos tridngulos rectdngulos contiguos.

V2

AL
W \
<P3'M}v,}('\'&) Vi

Demostracion. No se pierde generalidad si se supone que |[vg|| > |lvz|. Si T de-
signa al tridngulo vertices 0, vy, v2, se puede ver que los tridngulos, T3, de vértices
0, Pyen{v,} (v2),v2, y T, de vértices Pyen(y,}(v2), v, v1 satisfacen que

TuT, =Ty TiNTy = Pgen{v1}<v2)7v2~
(]

Teorema 2.6 (Postulado V). Sea (V,{(-,-)) un R-espacio euclideo. Si vy y va son
dos vectores linealmente independientes, entonces la suma de los dngulos internos
del tridngulo de vértices 0,v1,v9 es 7.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los Lemas 2.5, 2.4, 2.2.

A 1 X2
o Vi
(g‘)‘ 1}(\\»}
Etiquetamos los angulos internos mediante a1, s, 3. Utilizamos el Lema 2.5
para separar al tridngulo en dos tridngulos rectangulos. Utilizamos el Lema 2.2

para descomponer a 8 en dos partes 8 = 1 + (2. El Lema 2.4 nos informa que
a1 + 1 =az + B2 = 5. Por lo tanto, a; +az + =1 +az + 1 + P2 = 7. |




