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1. MATRICES DE GRAM

En todo lo que sigue (V, (-,-)) un espacio euclideo.

Definicién 1.1. La tabla de multiplicar de una familia de vectores X = {x; : i € I,}
se llama la matriz de Gram de X y se denota por Gy,

§x17x1§ gxl,xgi Exl’zni
Gx = [(zi,zj>];%n _ | 2,52 2, Zn
(n, 1) (Tp,x2) -+ (Tp, )

Teorema 1.2. Sea B = {v; : ¢ € I,} una base de V. La matriz de Gram de B
determina univocamente al producto interno (-,-) y se llama la matriz del producto
interno (-, -) respecto de la base B.

Demostracion. Sean z e y dos vectores de V cuyos vectores de coordenadas respecto

}B:[xl T2 - xn]T» [y]Bz[m Yo v yn}T.Valeque

n n n n
(z,y) = <Z $ivi,zijj> = le <U“Zijj>
i=1 j=1 i=1 j=1

de la base B son [z

ooV ST o)
Sl ] | Xm0 | = b
= <Un;va>

Ejemplo 1.3. Consideramos R[z]| con el producto interno (-,-) definido por

<nqw=A p(z)q(z)dz,

y calculamos los productos internos (z*,27) con i,j € No:
o o 1
<1.z71.j> = / xwr]d‘r i ———
0 1+ Vi +1
La matriz de Gram del conjunto £ = {1, z, 2%} es

1 1/2 1/3
Ge=|1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5



Su determinante vale ﬁ y su matriz inversa es

9 —36 30
G:'=1-36 192 —180
30 —180 180
Lema 1.4. Si L = {v1,v3,...,0,} CV es un conjunto linealmente independiente,

entonces la matriz de Gram de L es inversible.

Demostracion. Basta ver que el sistema de ecuaciones Gz = 0, con = € K" es
compatible determinado. Si GZ = 0, entonces 7 G- Z = 0. Como

<U17U1> <017U2> <U17Un> x1
<1127U1> <U2,U2> <U27vn> €2
a:TGLf: [xl To - xn} .

(Un,vn)| |Tn

) )
§<Ulvvj>
:[1;1 Ty - xn}
?:11‘7]‘<vn,’£}j>

B n
évhzj_l j0;

= [xl T2 e xn}

n . n n
Zj:l LjUj
. = E T; { Vg, E Zjv;
. j=1

i=1

n
Un, Zj:l xjvj>

2

)

n n n
= E T;U;, E ZjU; = E T;U;
i=1 j=1 i=1

tenemos que GzT = 0, implica que Z?Zl z;v; = 0. Siendo £ un conjunto lineal-
mente independiente, se concluye que z; = x93 =--- =z, =0. (]

2. ORTOGONALIDAD
En todo lo que sigue (V, (-,-)) un espacio euclideo.

2.1. Preliminares.

Para cada w € V definimos {w}* como el conjunto de todos los vectores v € V
que son ortogonales al vector w:

{w}t ={veV: (v,w) =0}.

Nota Bene. Nétese que {w}* es un subespacio. Esto es asi porque
{w}* = Nu(¢w),
donde ¢, : V — K es la funcional lineal definida por

D (V) = (v, W) .



Noétese también que
{oy}t =V.
Esto es asi porque

(v,0v) = (v, 0k - Oy) = Ok (v, 0y) = Ox.

Definicion 2.1. Sea § un conjunto no vacio de vectores de V. Definimos el subes-
pacio ortogonal a § mediante

Gt ={veV: (v,w) =0, para todo w e G} = ﬂ {w}t.
weS

Lema 2.2. Sea (V,{(-,-)) un espacio euclideo. Si S es un subespacio de V, entonces
Snst ={0}.

Demostracion. Que SN S+ = {0} es inmediato de observar que si v € SN S+,
entonces (v,v) =0y de all{ se infiere que v = 0. O

Lema 2.3. Sean (V,(-,-)) un espacio euclideo, S CV un subespacio de dimension

m, y {wy,wa, ..., wy,} una base de S. Vale que
1 1
S+ = {wl,wg,...,wm}
Demostracion. La relacion ST C {wy,wy, ..., w,}+ se deduce inmediatamente de
la relacion {wy, w, ..., wy,}+ C S. Veamos ahora que {wy, wa, ..., w,, }*~ C S*. Para
esto basta comprobar que si u € {w1, Wa, . .. ,wm}J- y v € S, entonces (v,u) = 0.
Como {wy,ws,...,w,} es una base de S todo vector v € S se escribe de manera
Unica en la forma v = Z;nzl ajw;, de alli que si u € {wy,ws,...,w,}" se tenga

que

(v,u) = <Zajwj,u> = Zaj (wj,u) = 0.
j=1 j=1

O

Definicién 2.4. Sea (V, (-,-)) un espacio euclideo y sea W un subconjunto no vacio
de V. Para cada v € V, la distancia entre v y W se define por

d(v, W) := wlg\fNHv—wH

2.2. Mejor aproximacién.

Consideramos un espacio euclideo (V, (-, -)) y un subespacio S de V. Sea v € V un
vector arbitrario pero fijo. El problema consiste en hallar una mejor aproximacién
a v por vectores de S. Esto significa que se desea encontrar un vector w, € S cuya
distancia a v sea la menor posible.

Definicién 2.5. Sean (V, (-, )) un espacio euclideo, S un subespacio de V, yv € V
un vector arbitrario pero fijo. Decimos que w, € S es una mejor aproximacion a v
por vectores de S si y solamente si

(1) lv —wy|| < ||lv —wl| para todo w €S



FicuraA 1. Mejor aproximacién a v por vectores de S.

Lema 2.6. Sea 'S un subespacio de un espacio euclideo (V, (-,-)) y sea v un vector de
V. Siw, €S es una mejor aprozimacion a v por vectores de S, entonces v—w, € S*.

Demostracion. Basta probar que para todo w € S vale que
(2) V— Wy L w— w,.
En otras palabras, basta probar que
Pgen{wf’wv}(v —wy) =0
para todo w € S\ {w,}.

Como la tdnica herramienta que tenemos para hacer eso es la desigualdad (1)
vamos a calcular la distancia entre el vector w = wy + Pyenfuw—w,} (v — ww) € Sy el
vector v. Para simplificar la escritura introducimos la siguiente notacién: w = w,+e,
con € = Pyen{w—w,} (U — Wy).

lo = w]* = [lo = (wy +&)|* = lI(v — w,) —e|”
= [l = wy||* + [lel|* — 2Re (v — wy, &) .
Utilizamos la desigualdad (1) y deducimos que
(3) lell* = 2Re (v — w,, €) > 0.
Como

(0 — Wy, w — wy)

€= chn{w—w,,}(v - ww) =

To—w,z 7w



tenemos que

En consecuencia,
2
(4) lell” = 2Re (v — wy, €) = [lel|* = 2[|e|* = —[le]|*.
De (3) y (4) se deduce que ||g|| = 0, y de aquf se infiere que £ = 0. Por lo tanto,

Pgen{wfwv}(v - ww) = 0.

O

Lema 2.7. Sea S un subespacio de un espacio euclideo (V,{-,-)) y sea v un vector
de V. Si existe una mejor aprozimacion a v por vectores de S, entonces es unica.

Demostracion. Si wi,wy € S son mejores aproximaciones a v por vectores de S,
tenemos que v — w; € ST y que v — wy € St. Como St es un subespacio también
tenemos que wy —w; € S*t. Como wy —wq € S, resulta que wy —w; € SNST = {0}.
Por lo tanto, we = wy. O

Lema 2.8. Sea S un subespacio de un espacio euclideo (V,{(-,-)) y sea v un vector
de V. Si existe w, € S tal que v —w, € S*, entonces w, es la mejor aprozimacion
a v por vectores de S.

Demostracion. Usando el Teorema de Pitagoras puede verse que para todo w € S
vale que

2
|

lv = wl* = [I(v = wy) + (wy = w)|* = [[v = wo|* + wy = wl* > [Jo — w, >,

O

2.3. Proyecciones ortogonales.

Definicién 2.9. Sea S un subespacio de un espacio euclideo (V,(-,-)) y sea v un
vector de V. Si existe, la proyeccién ortogonal de v sobre el subespacio S es el dnico
vector Ps(v) € S tal que v — Ps(v) LS.

Nota Bene. Nétese que, cuando existe, la proyeccion ortogonal de v sobre el subes-
pacio S es la mejor aproximacion a v por vectores de S. Como la distancia entre v
y Ps(v) satisface que
[v = Ps(v)|| = min [jv — wl,
weS

la proyeccion ortogonal de v sobre S es el tnico vector de S que realiza la distancia
entre v y S. Esto es,
d(v,8) = [[v = Ps(v)].



Teorema 2.10. Sea S un subespacio no trivial de un espacio euclideo (V, (-,-)). Si
la dimension de S es finita, entonces para cada v € V existe la proyeccion ortogonal
de v sobre S.

Demostracion. Como la dimensién de S es finita y S # {0}, existe n € N tal
que dim(S) = n. Para probar la existencia de Ps(v), la proyeccién ortogonal de
v sobre S, elegimos una base cualquiera B = {wy,ws,...,w,} y la construimos
explicitamente.

Decir que existe Ps(v) significa que existe un vector Ps(v) € S tal que v—Fs(v) L
S. Ese vector se tiene que poder representar de manera tinica como una combinacién
lineal de los elementos de la base B

Ps(v) = Z Tjw;
j=1

y tiene que ser la solucién del siguiente sistema de ecuaciones lineales no homogéneo

0= <U - PS(U)7w1> = <’U,’w1> - Z;‘L:1 Zj <wjaw1>a
0= <U - PS(U)7w2> = <U7w2> - Z;‘L:1 Zj <wjaw2>a

0= (v— Ps(v),wn) = (v,wn) = 37, x5 (wj, wy) .
O lo que es equivalente

Z?:l xj<w1’ wj> = (v,w1),
Z?:l xj<w2awj> = (v, wa) ,

Z?:l ‘rj<wnawj> = (v, wp) .

Esto significa que sus coordenadas respecto de la base B, [ml Ty -0 X
tienen que ser la solucién del sistema

<w1,w1> <U/1,w2> <wlawn> Z1 <v,w1>

<U/2,'LU1> <U}2,'LU2> <’LU2,wn> 2 <’U,'LU2>
(5) : : : T

<U)n, U)1> <w77,7 w2> e <wna wn> Tn <’l), wn>

matriz de Gram de la base B

Como Gg = G% y la matriz de Gram de B es inversible, el sistema (5) tiene tinica
solucién y la misma se obtiene multiplicando ambos lados de la igualdad por la
matriz inversa de G5.

Por lo tanto, la proyeccion ortogonal de v sobre S existe y su vector de coorde-
nadas con respecto a la base B estd determinado por

[Ps(v)]” = (G%) '3,

donde Gg es la matriz de Gram de la base B y © € K" es el vector definido por
U= [(v,uq) (v,wy) -+ <v,wn)]T. O

Nota Bene. Nétese que si (V, (-,-)) es un R-espacio euclideo, entonces G& = Gz.
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Comentario. Como la prueba del Teorema 2.10 es constructiva, proporciona un
método para encontrar la proyeccion ortogonal de cualquier vector v € V sobre el
subespacio S.

Ejemplo 2.11. Consideramos R3 con el producto interno canénico. Queremos
determinar el punto del plano S = gen{w;, wy} més cercano al vector b = [1 1 1} ,
donde

wi=[2 2 1", wo=[-2 1 2",
y también queremos determinar la distancia de b al plano S.

El punto del plano S méas cercano a b es la proyeccién ortogonal de b a S. Para
calcularla elegimos la base B = {wy,wz} de S y usamos que

pste® = | el <“’ZU;1TS>]_1 ] =16 8}_1 HEEIHE

Gp

Por lo tanto, el punto del plano S més cercano a b es

5 1 1
Pa(b) = gui + gua = 5 [8 11 71"

La distancia de b a S es

d(b,S)lles(b)llHé[l S VoS

Ejemplo 2.12. En R]z] con el producto interno (-, -) definido por

(b.q) = / p(z)q(x)de,

consideramos el subespacio Ra[z] de los polinomios de grado menor que 3. Para
calcular la proyeccién ortogonal de un polinomio p € R[z] sobre el subespacio Ra[x]
elegimos la base canénica de Ry[z], & = {1, 2, 2%} y usamos que

. 9 —36 30 ][
[Po,(p)]° = |-36 192 —180] | (p, )
30 —180 180 | |(p,2?)

-1
GS

Para fijar ideas, pongamos p = z*

(p, 1) a:k,1> 1/(k+1)
(p,x) | = §xk,x> = |1/(k+2)
<p,a:2> <xk,x2> 1/(k+3)

con k € N. En tal caso tenemos que

Nos queda que
9 —36 30 1/(k+1)

[Payi (2)]° = | =36 192 —180| [1/(k +2)
30 —180 180 | [1/(k+3)
; (k~ 1)(k ~2)
= —8k(k — 2)

R DEFDEE3) | ope 1)



Por lo tanto,

Pa,fa) (2*) =

Por ejemplo,

Para calcular la distancia de z° a Ry[z

15 25
d( RQ )*HJE 7P]R21,] ||\// ;1;5 ﬂ 7ﬂf£

~ 0.054.

Corolario 2.13. Sea (V
trivial de dimension finita, entonces la aplicacion Ps

3(k — 1)(k — 2) — 24k(k — 2) + 30k(k —

1)z?

(k+1)(k+2)(k+3)

1 3 3
P]Rz[ac] (1‘3) = % — 313 + 5132,
3 32 12
4 2
Pr,fa) ( )*g*% =
oW 3 15 25,
P, (2°) = % —att

usamos que

2
2) dxr =

25

8624

,{+,+)) un espacio euclideo. Si' S C 'V es un subespacio no

v €V le asigna su proyeccion ortogonal sobre S,

v = Ps(v),

es una transformacion lineal de V en V.

Demostracion. Por construccién tenemos que

donde

®5 : V — K" es el isomorfismo de coordenadas respecto de la base B,
T : K™ — K" es la transformacién lineal definida por T'(z) :=

Ps=33'0T o0,

U :V — K" es la transformacion lineal definida por

V() = [(v,u1)

Nota Bene. Notese que

2.4.

<U,U)n>]T

(v, wa)

Im(Ps) =S y Nu(Ps) =St

Segunda descomposicién ortogonal.

Lema 2.14. Sean (V

Ps:V =V, la proyeccion ortogonal de V sobre S, entonces

(6)

Demostracion. Esto es asi porque S NS+ = {0} y para cada v € V vale que

V=Sa&S.

v = Ps(v) + (v — Ps(v)).
RE/S_/ est

(GH)™

:V = V que a cada vector

,{+,+)) un espacio euclideo y S un subespacio de V. Si existe,
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Lema 2.15. Sean (V,{-,-)) un espacio euclideo y S un subespacio de V tal que
V=S&s,

entonces eziste Ps: V — V, la proyeccion ortogonal de V sobre S. Mds ain,
Ps = Tlggt

es la proyeccion de V sobre el subespacio S en la direccion del subespacio S*.

Demostracion. Inmediata por definicién de Tlgg. . O

Teorema 2.16. Sean (V,(-,-)) un espacio euclideo y S un subespacio de V. Las
siguientes proposiciones son equivalentes.

1. Euxiste la proyeccion ortogonal de V sobre S.
2. V=SaSt.

Mads atun, en caso de que alguna de las dos proposiciones sea verdadera —y por lo
tanto, también la otra lo sea— vale que

Ps = Tles.t .
Nota Bene. Nétese que si V=S @ S*, entonces (St)*+ =S. (Ejercicio).

Corolario 2.17. Sean (V,{-,-)) un espacio euclideo y S un subespacio de dimension
finita de V. Entonces,

1. Euxiste la proyeccion ortogonal de V sobre S y vale que

Ps =Tlggt .
2. Eziste la proyeccion ortogonal de V sobre S* y vale que
Py =1y — Ps.

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 2.16 y de la existencia de la
proyeccion ortogonal de V sobre S. O

< L) V3ot
\
(Psl )
1%&@31)

: JN,@

‘Esm s

"Rl

FIGURA 2. Segunda descomposicién ortogonal. Si dim(S) < oo
vale que V=S& S+.
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Nota Bene. Nétese que cuando dim(S) < oo valen las siguientes relaciones

v = P5(v) + Ps:(v),

d(v,S) = |lv — Ps(v)[| = || Ps+ (v)],
d(v,S*) = |[v = Psi(v)[| = | Ps(v)],
AWl = 1Ps@))1? + || Pse (v) 117,
))? = (v, S) + d?(v,St).

AR e

Ejemplo 2.18. En R]z] con el producto interno (-, -) definido por

1
.0 = [ @)z,
0
queremos calcular la distancia de 2° al complemento ortogonal de Ry[z].

Aprovechamos que sabemos que

d (z5,R2[z]) = “82%’

y usamos la quinta relacién de la nota precedente. Como

2 1 25 69
@ (2%, Rola] ") = [[o”|" = & (", Ralal) = 17 — 5657 = 7o
tenemos que

[ 69
d (2°, Rofz]t) = —op 0297,

Ejemplo 2.19 (Malas noticias). Se puede probar que el conjunto

(N) := {a = (Gp)neN : an € R paratodo ne€N y Zai < oo}
n=1

es un R-espacio vectorial de dimensién infinita.

También se puede probar que la funcién (-, -) : £2(N) x ¢2(N) — R definida por

(a,b) = i anby,
n=1

define un producto interno en ¢?(N).

Si se considera el subespacio Sy de todas las sucesiones en R que se anulan salvo
en una cantidad finita de términos

Soz{aERN:HnOEN tal que an:OVnzno},
se puede ver que S3- = {0}.

Por otra parte, también se puede ver que la sucesién a,, = %, n € N, pertenece
a £2(N) \ Sg. Motivo por el cual

(N) # So & Sg.

Nota Bene. Este ejemplo muestra que la existencia de la proyecciéon ortogonal
sobre un subespacio cualquiera en un espacio de dimensién infinita no estd garanti-
zada porque la existencia de la misma equivale a la descomposicién del espacio en
suma directa del subespacio y su complemento ortogonal.



