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1. SISTEMAS ORTOGONALES

1.1. Introduccién.

En todo lo que sigue I # ) serd un conjunto cualquiera de fndices y (V, (-,-))
serd un espacio euclideo.

Definicién 1.1. Un sistema de vectores {w; : i € I} C V\ {0} se llama ortogonal,
cuando

(wi, wj) =0 para i # j.

Si ademds, la norma de cada elemento w; es igual a 1, el sistema {w; :i € I} se
llama ortonormal

Lema 1.2. Todo sistema ortogonal {w; : i € I} es linealmente independiente.

Demostracion. En efecto, si
@iy Wiy + Qi Wiy + - + aq, wi, = 0,

donde {i1,42,...,%,} C I es un conjunto finito de indices distintos dos a dos, en-
tonces

(@i, wiy + aiwiy + -+ + @i, Wi, , Wi, ) = @i, (Wi, wi, ) =0,
y puesto que (w;,,w;, ) # 0, porque w;, # 0, tenemos que a;, = 0 para todo
kel,. O

Nota Bene. Nétese que si dim(V) = n cualquier sistema ortogonal {wy, wa, ..., w,} C
V\ {0} es una base de V.
1.2. Bases ortogonales en espacios de dimension finita.

Definicién 1.3. Sea B una base de un espacio euclideo (V,{(-,-)) de dimension
finita. Decimos que B es una base ortogonal si sus elementos constituyen un sistema
ortogonal. Si ademds, la norma de cada elemento de B es igual a 1, decimos que
B es una base ortonormal.

Ejemplo 1.4. La base canénica & = {ej,e,...,e,} es una base ortonormal del
espacio euclideo (R™, (-,-)) con el producto interno canénico,

n
=1

Ejemplo 1.5. La base de polinomios interpoladores de Lagrange correspondiente

al conjunto de absisas X = {z1,z2,...,Zm},
T—xE
Bo={ [ 2% e,
L — Tk
k€l ki

es una base ortonormal del espacio euclideo (R,,—1[z], (-,-)) con el producto interno
definido por



1.3. Coordenadas respecto de una base ortogonal.

Sea (V, (-, -)) un espacio euclideo de dimensién n y sea B = {wy, wa, ..., w,} una
base ortogonal de V. Para cada v € V vale que

T

[”U]B _ |:<v,u)1> (vwa) (v,wn)

lwill® w2l llwn

En efecto, como {w; : j € I} es una base ortogonal tenemos que si

n
v = E a;wy,
j=1

para cada k € I, vale que

n

n
(v, wi) = <Z ajwj7wk> =" a; (wj, wi) = awy*.
j=1

Jj=1

(v,wg)
llwsll?

Despejando, obtenemos que aj = para todo k € I,,. Por lo tanto,

(1) U:Z<U’Q7>wj,

2y 2
a

Nota Bene. Nétese que, si U = {uy,uz, ..., u,} es una base ortonormal de V, para

cada v € V vale que

u T
" = [(v,ur)  (vouz) - (v un)]
En consecuencia,
n
v = (v, u;) u;

j=1

y, debido Teorema de Pitagoras, también vale que

Teorema 1.6. Sea (V, (-,-)) un K-espacio euclideo de dimension n y sea (K™, (-, -))
el espacio de coordenadas n dimensional con el producto interno candnico. Si U =
{u1,ug,...,uy} una base ortonormal de V, entonces el isomorfismo de coordenadas
Py : V= K" es una isometria, esto es

[Py (V)] = ||v|| para todo v € V.



Nota Bene. Sea (V,(-,-)) un espacio euclideo de dimensién n y sea U = {u; :
j € I,} una base ortonormal de V. Nétese que si z = > 1" | zu; e y = Z?Zl Yjuj,
entonces

n n n n n
(x,y) = <Zwiui,2yjuj> = Zx]- ZE(u“u]> = Z%E
i=1 j=1 =1 j=1 i=1

Formalizamos la observacion en la forma del siguiente Lema

Lema 1.7. Sea (V, (-, -)) un espacio euclideo de dimensionn y sea U = {u; : j € I, }
una base ortonormal de V. Para cada z,y € V vale que

(@,y) = ([ W] g = (W) [2]"
donde (-, -)gn es el producto interno candnico de K™.
Nota Bene. El lema anterior nos permite observar que cuando U = {uy,...,u,}

y B ={v1,...,v,} son dos bases ortonormales de V, la matriz de cambio de coor-
denadas de la base B en la base U, M%, satisface que

(Mg)~" = (M§)".
Esto es asi porque
A UL u 1 sii=y,
(e 3aE), = (@1 o = o) = { 5137
1.4. Miniatura.

Sea (V, (-,-)) un R-espacio euclideo de dimensién 2 y sea B = {v1, vz} una base
de V. En la siguiente figura se muestra cémo se puede construir una base ortonormal
U = {uy,usz} de V a partir de la base B.

\l,_-ﬁ(va

Circunferencia unitaria. Fijada una base ortonormal U = {uj,us} de V, los
puntos de la circunferencia unitaria

Sy ={zeV:|z| =1}
tienen la siguiente forma x = z1u; + xausg, con x1,z2 € R, tales que

1= ||2|? = ||z1us + z2us|?* = 27 + 23.
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Recuperamos asi la representacién geométrico analitica de la circunferencia de radio
1 centrada en el origen:

Si={zeV:|z||=1}= {xEV: (2] = [z mQ]T con x%—l—x%:l}.
En otras palabras,
z €81 < x=(cosf)us + (senB)uq, con 6 € [0,27).
Ejemplo 1.8. Construir una base ortonormal del subespacio
S={zeR®: 2y +as+23=0}

en el espacio euclideo (R?, (-,-)) con el producto interno definido por

2 =20
(x,y) =y |-2 5 4|z
0 4 6
[ ——
G

Resolucidn. Elegimos una base Bg = {v1, v2} del subespacio S, por ejemplo aquella

cuyos elementos son vy = [1 -1 O}T y v = [1 0 —1]T. Definimos wy = vy y
calculamos wy usando el procedimiento que se muestra en la figura:
(v2,v1)
Wo = Vg — V1.
I
Hacemos las cuentas,
2 -2 0] [1] 1]
o1 =viGuy=1[1 -1 0] |-2 5 4| |-1|=[4 -7 —4]|-1| =11,
i 4 6] 0] | 0]
- o o117 i
(vo,v1) =v{ Gup=[1 =1 0] -2 5 4| |0|=[4 -7 —4]|0]| =8,
|0 4 6] -1} | —1]
y obtenemos
w=010 1" 2n 1 qg"=Lp s 1’
11 11

Como

o
|
[\
o
w

1
wo|* = w3 Gwa = — [3 8 —11] |-2 5

N
oo

121 0 4 6] |-11
3
1 264
=_—[-10 —-10 —-34]]| 8 i,
121 1| 12t

Tenemos que U = {u1,uz} es una base ortonormal de S, donde

1
1 -1 0", uz= =38 ~11)".

Uy =

|
—
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1.5. Proyecciones ortogonales.

Teorema 1.9. Sean (V,(-,-)) un espacio euclideo y S C V un subespacio de di-
mension m. Si Bg = {wy,wa, ..., Wy}, es una base ortogonal de S, entonces para
cada v € V wvale que

® 0=

Jj=1

es la proyeccion ortogonal de v sobre S.

Demostracion. Basta comprobar que

o~ (v,w;)
U—Z . j2 Wy ESJ‘.
2|

En efecto, puesto que Bs es una base ortogonal de S, tenemos que (w;,ws) = 0
para todo j # k, en consecuencia, para cada k € I,,, tenemos que

<v — Zl <|Ul;jl|]|]2> 'U}j,wk> = (v, wg) — Z <||1]1;2U|J2> (wj, wy)

j=1
<vvwk>
<U,wk> || k||2 ”u}kH2 =0
La prueba estéd concluida porque {w1, wa, wy 3t =St
V- ZJ@,upu, Y N

>l Tl

FIGURA 1. Todo vector de V se descompone de manera tnica en
la forma v = vg + vgL con vg € Sy vgL € S*.
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Nota Bene. Nétese que si (V,(-,-)) es un R-espacio euclideo de dimensién n y

B = {v1,va,...,v,} es una base de V, tenemos que
T
(3) (v,w) = [w]®” Gx[v]”.
Si S es un subespacio de V' 'y Bsg = {wy,ws,...,w,} es una base ortogonal de S,

podemos usar (3) y (2) para obtener la matriz de la proyeccién ortogonal de V sobre
S respecto de la base B,

Ui 1

(4) Pl = | >

Jj=1

- Tws B W, RT .
[wj]BTGB[wj]g[ 1P w]® | G

<U7wj>

W
flw; 12 7

En efecto, basta observar que las coordenadas en base B de los términos
que aparecen en (2) pueden escribirse de la siguiente manera:

[<“’“’”wa _ (b g

- W[W]OSTGB (0] [w;]®

1 B, 187 B

=\ T [wil T [wi] G%) [v]”
([wj]ﬁ G [w;]®

Ejemplo 1.10 (Continuacién). En el contexto del Ejemplo 1.8, hallar la matriz en

base canénica de la proyeccién ortogonal de R? sobre el subespacio S .

Resolucion. Enchufamos la base ortonormal, U = {u1,u2} que construimos ante-
riormente en la férmula (4) y nos queda

[Ps] = (ululT + ugug) G

e E 2 —2 0
=g |- 0| 8 B8~ =2 5 4
0 11 0 4 6
L3 0o =312 —20] |3 -9 -9
——lo 8 -8||=2 5 4/=—|-=8 4 -8
0 3 g 1llo 4 6 2|5 5 17

1.6. Sistemas ortonormales y desarrollos de Fourier. Sea {u; : j € N} un
sistema ortonormal de vectores en un R-espacio euclideo (V, (-,-)). A cada vector
v € V le podemos asignar la sucesién de nimeros reales

(5) G = <’U,Uj>, JeN,

que se denomina la sucesion de coeficientes de Fourier del vector v respecto del
sistema {u; : j € N}, y también le podemos asignar la serie (por ahora formal)

(6) S (0, up)

Jj=1

que se denomina la serie de Fourier del vector v respecto del sistema ortonormal

{’U,j jGN}



Teorema 1.11. Sea {u; : j € N} un sistema ortonormal de vectores en un R-
espacio euclideo (V, (-,-)). Dado n € N, entre todos los vectores s,, € Uy, := gen{u; :
j € 1,} el de menor desviacion al vector v € V es la suma parcial de la serie de
Fourier del elemento v

n
argmin |Jv — s, || = Z v, U U
sn€UR j=1

Interpretacion geométrica. Geométricamente este resultado se puede interpre-
tar del siguiente modo. El vector

n

L

v — E aju; € U,
Jj=1

cuando, y sélo cuando, a; = (v,u;) para todo j € L,.

Nota Bene. Nétese que de la descomposicién V = U,, @ U} y del Teorema de
Pitagoras resulta que

n n

I =" wou)) + o= wu)wsf| =D (,u;)?

j=1 j=1 j=1

>0

Como n es arbitrario y el lado izquierdo de la desigualdad no depende de n, se
deduce que la serie Z;‘;l (v,u;)* es convergente y que

(7) > () < ol

=1

.

La desigualdad (7) se llama desigualdad de Bessel. Geométricamente significa que
la suma de los cuadrados de las proyecciones de un vector v sobre direcciones
mutuamente ortogonales no supera el cuadrado de la longitud del propio vector v.

Definicién 1.12. Un sistema ortonormal {u; : j € N} se llama cerrado, cuando
para cada v € V se cumple la igualdad

(8) > (wuy)? = |poll*.
Jj=1

llamada igualdad de Parseval.

Nota Bene. De la igualdad

- Z W) vi || = [0l =D (v,u5)?

se deduce que el sistema ortonormal {u; : j € N} es cerrado si, y s6lo si, para cada
. . . oo
v € V las sumas parciales de la serie de Fourier } .7, (v, u;) u; convergen a v.
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1.7. Desarrollos de Fourier de funciones continuas o cuadrado integra-
bles.

Sea C([—m,m]) el espacio euclideo de las funciones continuas de [—m, 7] en R con
el producto interno (-, ) definido por

T

(f,9) = f(t)g(t)dt,

—T

= ([ row)”.

No es dificil verificar que el conjunto de funciones trigonométricas
{1, cos(t), cos(2t), cos(3t), ..., sen(t),sen(2t),sen(3t),... }

es un sistema ortogonal de funciones. La verificacién es mas o menos directa si se
recuerdan las siguientes identidades

cos(a £ ) = cos(a) cos() F sen(«) sen(8),
sen(a £ B) = sen(a) cos(B) + sen(B) cos(a).

De las mismas se deduce que

cuya norma inducida es

cos(a) cos(B) = = (cos(a+ B) + cos(a — ),

— DN =

sen(a)sen(B) = = (cos(a + B) — cos(a — ),

— N

cos(a) sen(B) = 3 (sen(a+ B) —sen(a — 3)) .

Poniendo @ = mt y g = nt, con m,n € N y utilizando que f:r 1dt = 27 se puede
ver que

s
(cos(mt), cos(nt)) z/ cos(mt) cos(nt)dt

—T

-1 (/ﬂ cos((m + n)t) + /ﬂ cos((m — n)t)dt)

—T —T

=- /W cos((m —n)t)dt

—T

T sim=n,
0 sim#n

= T0mn.-

Del mismo modo se comprueba que
(sen(mt), sen(nt)) = T,
y que
(cos(mt),sen(nt)) = 0.

Como ||1]] = V27 y para cada m € N vale que || cos(mt)| = | sen(mt)| = /7,
tenemos que el conjunto de funciones

u{ 1 cos(t) cos(2t) cos(3t) sen(t) sen(2t) sen(3t) }
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es un sistema ortonormal en el espacio euch’deo (C([—m, 7)), {(-,-)) con el producto
interno definido por (f,g) := [7_ x)dx.

La serie de Fourier de cualquier funcién f € C[—m, x| es

() Sf()—ao ‘1'2 mcos (mt) Zb sen(m

donde los coeficientes de Fourier estan dados por

Teorema 1.13. Sea f € C([—m,7]) y sea Sy la serie de Fourier de f definida en
(9). Vale que

1. Sp(t) = f(t) para todo t € (—m,7),
2. 8p(=m) = Sy(m) = H=mgHm,

Demostracion. Se demuestra en la asignatura Anélisis Matematico 111 y excede los
limites de este curso. O

Nota Bene. Modificando un poco la nocién de igualdad de funciones podemos
generalizar los resultados anteriores a las funciones cuadrado integrables sobre el
intervalo (—m, ).

Ejemplo 1.14 (Desarrollo de Fourier de la onda cuadrada). La funcién onda cua-
drada se define por

£(t) = —1 cuando —7 <t <0,
11 cuando 0 < t < 7,

y se extiende por periodicidad a todo R\ {2kn : k € Z} mediante f(t+ 2kw) := f(t)
para todo ¢t € (—m,0) U (0,7) y todo k € Z. El valor de f en ¢t = 0 es irrelevante
(incluso no es necesario que f(0) este definido).

FIGURA 2. Gréfico de la funcién onda cuadrada.
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Para encontrar la serie de Fourier de f, primero hay que calcular los coeficientes
de Fourier

ag = L f() —

1 [0 1 ["
—_— dt+—/ dt=0
\/7 -7 V2 J V2

1 I
U, = 7 f(t) cos(mt)dt = v cos(mt)dt + —/ cos(mt)d
=0, paratodom €N,
b = L f(t)sen(mt)dt = L ' sen(mt)dt + —/ sen(mt)d
SRV - RV -

cos(mt) |™

> _ 1 (1 — cos(—mm) — [cos(mm) — 1))
0

my/m

m

—T

_ 1 [ cos(mt) 0
=il m

0 cuando m es par,
(1 —cos(mm)) = 4 -
—=~  cuando m es impar.
my/m

2
 omyT

Tenemos asi que la serie de Fourier de f(t) es

M2

Sp(t) = ﬁsen(@n — 1))

a\%ﬁ

4 4
en(t) + 3 sen(3t) + B sen(5t) +

Ficura 3. Grafico de las primeras seis componentes no nulas de
la serie de Fourier de la onda cuadrada.
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F1GURA 4. En color rojo se observa el grafico de la superposicién
de las primeras seis componentes no nulas de la serie de Fourier de
la onda cuadrada.

Ficura 5. Comparacién gréafica entre la suma parcial de Fourier
22:1 ﬁ sen((2n — 1)t) = 2 sen(t) + 5= sen(3t) + <= sen(5t) +
= sen(7t) + o sen(9t) + = sen(11t) y la onda cuadrada: f



