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FEl inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.
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1. TEOREMA ESPECTRAL PARA MATRICES DIAGONALIZABLES

1.1. Recordatorio: andlisis de la estructura geométrica de A € R"*".

Paso 1: Calcular el polinomio caracteristico de A, xa(z) = det(A — zI).
Paso 2: Hallar el espectro de A, o(A) ={A € R: xa(A\) =0}.
Paso 3: Para cada A € o(A), hallar el autoespacio de A que corresponde al
autovalor A\, Sy = nul(A — AI), y determinar la multiplicidad geométrica del
autovalor A, p(A\) = dim (Sy)
Paso 4: Dos alternativas:

@) Y reo(a) H(A) < n. En este caso se concluye que A no es diagonalizable.
b) > seo(a) #(A) = n. En este caso se concluye que A es diagonalizable.

Nota Bene. Nétese que si A € 0(A4) y X € R***X) es una matriz cuyas columnas
constituyen una base del autoespacio de A que corresponde al autovalor A, entonces

A
AX)\ = X)\ e s
A
—_—————
AL
donde I,(y) es la matriz identidad de RAN)Xu(A)
En efecto, si By = {x,\J, ... 7$A,u(>\)} es una base de nul(A — AJ), tenemos
Alzxy - o] = [Aean o Az o]
X
=[zan o Ao
A
=lma o m)]
XA )\

ERH(A) X p(X)

Ilustracién. En lo que sigue consideraremos una matriz A € R3*3, analizaremos su
estructura geométrica, y mostraremos que la misma se resume en una descomposi-
cién de A determinada por una suma de proyecciones oblicuas sobre los autoespacios
de A multiplicadas por sus respectivos autovalores.

Ejemplo 1.1. Sea A € R3*3 la matriz definida por

1 3 -1 -1
A:§ 1 1 -1
1 -1 1

1. El polinomio caracteristico de A es

1 1
xa(z) = det(A — zI) = —2> + gan —2x + 3=~ (x— 2) (x — 1)

2. El espectro de A es o(A4) = {1,1}.



3
3. Autoespacios de A correspondientes a los autovalores %, 1, respectivamente,

1 1 2 -1 -1
= nul (A—QI) = nul 3 1 0 -1
1 -1 0

S

—gen{[1 1 1]"},

1 -1 -1
S;1 =nul(A—1I)=nul 1 -1 -1
1 -1 -1

—gen{[1 0 7,1 1 0"},

y multiplicidades geométricas de cada uno u (%) =1yu(l)=2.
4. Conclusion. A es diagonalizable y es semejante a una matriz diagonal A =

diag (1,1,1). Mds precisamente, A = PAP~!, donde

1
P=1
1

— o
O = =

Escribimos A = PAP~! y reagrupamos términos agrupandolos por su correspon-
diente autovalor
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Las matrices G; y G son matrices de proyeccién porque G2 = G1 y G3 = Ga:

= (77 es la proyecciéon oblicua sobre el subespacio generado por [1 1 1]T en
la direccién del plano de ecuacién xy — x9 — x3 = 0.

= (G5 es la proyeccion oblicua sobre el plano de ecuacién x1 — xo — x3 = 0 en
la direccién del subespacio generado por [1 1 1]T.

1.2. Teorema espectral para matrices diagonalizables.

Teorema 1.2. Una matriz A € K™ " con espectro a(A) = {A1,A2,..., Am} es
diagonalizable si y sdlo si existen matrices {G1,Ga,...,Gn} tales que

(1) A= MNG1+ \Gy + -+ A G,

donde las G; tienen las siguientes propiedades



a) G; es la proyeccion sobre nul(A — M\, I) en la direccidn de col(A — N\ I).
b) G;G; =0 para i # j.
C) Gi+Go+---+ G, =1.

El desarrollo (1) se denomina la descomposicion espectral de A, y las G; se llaman
los proyectores espectrales asociados.

Demostracion. Si A es diagonalizable,
m
K" = @ nul(A — A1)
i=1
Es decir, si X; € K»*#(X) €1, es una matriz cuyas columnas son una base de

nul(A — \; ), entonces P = [Xl Xy - Xm] es una matriz inversible. Si P! se
particiona en bloques Y;I de tamafios p();) X n, tenemos

Al Yg
Nouix Y,
A=[X, Xy - X S ?
P ALy ] YT
N——
A pP-1
y/”
Yy
=[MX1 AXo 0 AXn] | D =M XY XY A, XY
: S—— —— S——
vT G1 G2 Gm

Por lo tanto,
A == )\1G1 +)\2G2 + +)\me7
donde G; = XiYiT.

Para probar c) escribimos
I=pPP7' =) XV =) G
i=1 i=1

Para probar b) observamos que

I vparai=j,

—1p _ Ty _
P P—I<:>YiXJ—{O para i %
Esto implica que

GGy = XiYZ-TXijT =0 para i # j.

Para probar a) observamos que la relacién P~!P = I también implica que
G? = X, v X, v = X;V' = G, para todo i.
Esto significa que G; es la proyeccién sobre col(G;) en la direccién de nul(G;).
Para probar que col(G;) = nul(A — \;I), escribimos
col(G;) = col(X;Y;") C col(X;) = col(X,Y,' X;) = col(G;: X;) C col(Gy).



Por lo tanto,
col(G;) = col(X;) = nul(4A — N\, I).

Para probar que nul(G;) = col(A — \;I), usamos c) para escribir

m k m
A=XNI = NG =X Gi=> (N—M\)G =Y (i—\)G;.
j=1 j=1 j=1 i#j
Multiplicando por G; ambos lados de la igualdad y utilizando b) tenemos
Gi(A—N\I)=0,

de donde resulta que col(A — A1) € nul(G;). Como nul(A — A\;I) = col(G;), el
teorema de la dimensién implica
dim (col(A — N\;I)) = n — dim (nul(A — A1) = n — dim (col(G;)) = dim (nul(G,)) ,
y por lo tanto, col(A — \;) = nul(G;).

Reciprocamente, si existen matrices G1,Go,...,Gy tales que A = 2111 AiG
que satisfacen las propiedades a), b) y ¢), entonces A es diagonalizable.

Por a) G; es la proyeccién sobre nul(A — A\;I) en la direccién de col(A — \;1).
Esto implica que
dim col(G;) = dimnul(A — A\ 1) = p(N,).
Por b) G;G; = 0 para i # j. Esto implica que

col(G;) N Zcol(Gj) = {0},
J#i
y en consecuencia

m k
col (Z Gi> = @ col(G;).

Por ¢) 3.7 | G; = I. Por la férmula para la dimensiones de una suma directa y el
resultado anterior tenemos

m

n = dim (@ col(Gi)> = Zdim (col(Gy)) = Z,u()\i).

i=1
Esto tltimo implica que A es diagonalizable. a



2. PROBLEMAS DINAMICOS

El modelo bésico proviene de las potencias A, A%, A%,... de una matriz A €
R™ ™ En general se trata de resolver o de analizar el comportamiento asintético
de un problema dindmico regulado por una ley de la forma

(2) rp = Arp_1, k€N,
cuyo estado inicial estda determinado por un vector xg.

La férmula general del estado del sistema a tiempo k viene dada por el producto
de las potencias de A por la condicién inicial zq.

(3) z, = APz,

y su comportamiento asintético viene dado por kh’m AFzg.
— 00

Lema 2.1. Si A € R"*" es diagonalizable y A = PAP™, con P € R"*" inversible
y A € R"*™ es diagonal de la forma A = diag(A1, ..., ), entonces

AY
(4) A =P p1
A
Demostracion. Ejercicio. (I
Nota Bene. Noétese que la matriz P = [vl vn} es la matriz de cambio de
coordenadas M de la base de autovectores B = {vy,...,v,} en la base canénica

€ de R™. Cuando A es diagonalizable, calcular A¥z( es sencillo. Para verlo basta
escribir al vector xg en la forma

Tog = C1U1 + - + CpUp.

Como P~ tzg = MPzo = [x0)® = [cl cn] podemos utilizar (4) para escribir
M
Akzo =P Pz,
An

BYi o

[ o v
i Al Len
Y

)|
[en A

k k
CIA UL + -+ Cp A Un.



Ejemplo 2.2. Supongamos que la migracién de la poblaciéon entre dos regiones
geograficas, digamos, el norte y el sur, es la siguiente. Cada afio, el 50% de la
poblacién del norte migra hacia el sur, mientras que solo el 25% de la poblacién
del sur migra hacia el norte. Si este patrén de migraciéon continua, ;la poblacién del
norte se reducira permanentemente hasta que toda su poblacion esté finalmente en
el sur, o la distribucién de la poblacion se estabilizarda de alguna manera antes de
que el norte quede completamente despoblado?

Resolucion. Sean ny y si el total de pobladores en el norte y en el sur al finalizar
el k-ésimo ano, respectivamente. El patréon de migracién indica que el total de
pobladores en el norte y en el sur al finalizar el ano siguiente sera

Nkg+1 = 05nk + 0258k,
Sg+1 = 0.5ng + 0.75sg,

O, equivalentemente
Nk+1 _ 1/2 1/4 N
Sk+1 - 1/2 3/4 Sk
Se puede ver que

A AR

y en consecuencia

M

Tl oo [ R

ng+sg |1 +50—2n0 1 F -1
3 2 3 4 1|

lim || = ot 50|l

k—oo | Sk - 3 20"
Esto significa que largo plazo la poblacién inicial conjunta, ng + sg queda distri-
buida de la siguiente manera: 1/3 en el norte y 2/3 en el sur. Estas proporciones

determinan el estado de equilibrio de la dindmica migratoria. Nétese que el sistema
converge al equilibrio exponencialmente rapido

-5 Bl =5 ) 1]

2.1. Potencias de matrices diagonalizables.

Por lo tanto,

- \ﬁ|80—2ﬂ0‘ 1 k
B 3 4

Definicién 2.3. La norma Frobenius || - [|[p : R"™*" — R es la norma inducida
por el producto interno candnico en R™*™. Esto es, para cada A € R™*™ vale que

[AllF = /tr(ATA) =




8

Definicién 2.4. Sea A € R™ ™. Decimos que la sucesiéon (Ak)
si existe una matriz A* € R™"*" tal que

lim || A% — A*
k—o00

wen ©8 convergente

F

En tal caso, escribimos limy_ oo AF = A* y decimos que A* converge a A* o que
A* es el limite de A* cuando k — co.

Nota Bene. Notese que utilizando el Teorema espectral para matrices diagonaliza-
bles se puede comprobar que si A € R"*" es diagonalizable y 0(A4) = {\1,..., A},
entonces

(5) AP = 2G NGy + -+ MR G,
donde cada G; es la proyeccién sobre nul(A — A\;I) en la direccién de col(A — A 1).

En lo que sigue mostraremos que si A € R™*™ es una matriz diagonalizable,
el comportamiento asintético de la sucesién (A¥)en estd gobernado por el radio
espectral de A que se define mediante

p(A) =méx{|A| : A € 0(A)}.
Lema 2.5. Sea A € R™*™ una matriz diagonalizable. Vale que
1. Sip
2. Sip

A) < 1, entonces lim AF = 0.

(4) k
— 00
(A) > 1, entonces kh’m | A% F = +oo.
—00
3. Sip(A)=1y—1¢ o(A), entonces kh'm A¥ = Gy, donde G es la proyeccion
—00
sobre nul(A — I) en la direccion de col(A —I)
4. Sip(A) =1y —1 € o(A), entonces las sucesiones A% y A2*~1 son conver-

gentes y lim A?F #£ 1lim A?+—1,
k—o0 k—o0

Demostracion. Adaptar las técnicas aprendidas en Andlisis I para analizar el com-
portamiento de las sucesiones \¥ para distintos valores de A € R. O

Lema 2.6. Sea A € R™*". Si (A¥)ren es convergente, entonces

lim A¥z = (h’m A’f) z,
k—oo

k—o0

para todo x € R™.



