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1. Teorema espectral para matrices diagonalizables

1.1. Recordatorio: análisis de la estructura geométrica de A ∈ Rn×n.

Paso 1: Calcular el polinomio caracteŕıstico de A, χA(x) = det(A− xI).
Paso 2: Hallar el espectro de A, σ(A) = {λ ∈ R : χA(λ) = 0}.
Paso 3: Para cada λ ∈ σ(A), hallar el autoespacio de A que corresponde al
autovalor λ, Sλ = nul(A−λI), y determinar la multiplicidad geométrica del
autovalor λ, µ(λ) = dim (Sλ)
Paso 4: Dos alternativas:
a)
∑
λ∈σ(A) µ(λ) < n. En este caso se concluye que A no es diagonalizable.

b)
∑
λ∈σ(A) µ(λ) = n. En este caso se concluye que A es diagonalizable.

Nota Bene. Nótese que si λ ∈ σ(A) y Xλ ∈ Rn×µ(λ) es una matriz cuyas columnas
constituyen una base del autoespacio de A que corresponde al autovalor λ, entonces

AXλ = Xλ

λ . . .

λ


︸ ︷︷ ︸

λIµ(λ)

,

donde Iµ(λ) es la matriz identidad de Rµ(λ)×µ(λ).

En efecto, si Bλ =
{
xλ,1, . . . , xλ,µ(λ)

}
es una base de nul(A− λI), tenemos

A
[
xλ,1 · · · xλ,µ(λ)

]︸ ︷︷ ︸
Xλ

=
[
Axλ,1 · · · Axλ,µ(λ)

]
=
[
λxλ,1 · · · λxλ,µ(λ)

]
=
[
xλ,1 · · · xλ,µ(λ)

]︸ ︷︷ ︸
Xλ

λ . . .

λ


︸ ︷︷ ︸
∈Rµ(λ)×µ(λ)

.

Ilustración. En lo que sigue consideraremos una matriz A ∈ R3×3, analizaremos su
estructura geométrica, y mostraremos que la misma se resume en una descomposi-
ción de A determinada por una suma de proyecciones oblicuas sobre los autoespacios
de A multiplicadas por sus respectivos autovalores.

Ejemplo 1.1. Sea A ∈ R3×3 la matriz definida por

A =
1

2

3 −1 −1
1 1 −1
1 −1 1

 .
1. El polinomio caracteŕıstico de A es

χA(x) = det(A− xI) = −x3 +
5

2
x2 − 2x+

1

2
= −

(
x− 1

2

)
(x− 1)2.

2. El espectro de A es σ(A) =
{

1
2 , 1
}

.
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3. Autoespacios de A correspondientes a los autovalores 1
2 , 1, respectivamente,

S 1
2

= nul

(
A− 1

2
I

)
= nul

1

2

2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0


= gen

{[
1 1 1

]T}
,

S1 = nul (A− I) = nul

1

2

1 −1 −1
1 −1 −1
1 −1 −1


= gen

{[
1 0 1

]T
,
[
1 1 0

]T}
,

y multiplicidades geométricas de cada uno µ
(

1
2

)
= 1 y µ(1) = 2.

4. Conclusión. A es diagonalizable y es semejante a una matriz diagonal Λ =
diag

(
1
2 , 1, 1

)
. Más precisamente, A = PΛP−1, donde

P =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

 .
Escribimos A = PΛP−1 y reagrupamos términos agrupándolos por su correspon-
diente autovalor

A =

1 1 1
1 0 1
1 1 0

 1
2 0 0
0 1 0
0 0 1

−1 1 1
1 −1 0
1 0 −1


=

1

2

1
1
1

 [−1 1 1
]

+

1 1
0 1
1 0

[1 −1 0
1 0 −1

]

=
1

2

−1 1 1
−1 1 1
−1 1 1


︸ ︷︷ ︸

G1

+

2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0


︸ ︷︷ ︸

G2

=
1

2
G1 +G2.

Las matrices G1 y G2 son matrices de proyección porque G2
1 = G1 y G2

2 = G2:

G1 es la proyección oblicua sobre el subespacio generado por
[
1 1 1

]T
en

la dirección del plano de ecuación x1 − x2 − x3 = 0.
G2 es la proyección oblicua sobre el plano de ecuación x1 − x2 − x3 = 0 en

la dirección del subespacio generado por
[
1 1 1

]T
.

1.2. Teorema espectral para matrices diagonalizables.

Teorema 1.2. Una matriz A ∈ Kn×n con espectro σ(A) = {λ1, λ2, . . . , λm} es
diagonalizable si y sólo si existen matrices {G1, G2, . . . , Gm} tales que

A = λ1G1 + λ2G2 + · · ·+ λmGm,(1)

donde las Gi tienen las siguientes propiedades
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a) Gi es la proyección sobre nul(A− λiI) en la dirección de col(A− λiI).
b) GiGj = 0 para i 6= j.
c) G1 +G2 + · · ·+Gm = I.

El desarrollo (1) se denomina la descomposición espectral de A, y las Gi se llaman
los proyectores espectrales asociados.

Demostración. Si A es diagonalizable,

Kn =

m⊕
i=1

nul(A− λiI).

Es decir, si Xi ∈ Kn×µ(λi), i ∈ Im, es una matriz cuyas columnas son una base de
nul(A− λiI), entonces P =

[
X1 X2 · · ·Xm

]
es una matriz inversible. Si P−1 se

particiona en bloques Y Ti de tamaños µ(λi)× n, tenemos

A =
[
X1 X2 · · · Xm

]︸ ︷︷ ︸
P


λ1Iµ(λ1)

λ2Iµ(λ2)

. . .

λmIµ(λm)


︸ ︷︷ ︸

Λ


Y T1
Y T2

...
Y Tm


︸ ︷︷ ︸
P−1

=
[
λ1X1 λ2X2 · · · λmXm

]

Y T1
Y T2

...
Y Tm

 = λ1X1Y
T
1︸ ︷︷ ︸

G1

+λ2X2Y
T
2︸ ︷︷ ︸

G2

+ · · ·+ λmXmY
T
m︸ ︷︷ ︸

Gm

.

Por lo tanto,

A = λ1G1 + λ2G2 + · · ·+ λmGm,

donde Gi = XiY
T
i .

Para probar c) escribimos

I = PP−1 =

m∑
i=1

XiY
T
i =

m∑
i=1

Gi.

Para probar b) observamos que

P−1P = I ⇐⇒ Y Ti Xj =

{
I para i = j,
0 para i 6= j.

Esto implica que

GiGj = XiY
T
i XjY

T
j = 0 para i 6= j.

Para probar a) observamos que la relación P−1P = I también implica que

G2
i = XiY

T
i XiY

T
i = XiY

T
i = Gi para todo i.

Esto significa que Gi es la proyección sobre col(Gi) en la dirección de nul(Gi).

Para probar que col(Gi) = nul(A− λiI), escribimos

col(Gi) = col(XiY
T
i ) ⊆ col(Xi) = col(XiY

T
i Xi) = col(GiXi) ⊆ col(Gi).
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Por lo tanto,
col(Gi) = col(Xi) = nul(A− λiI).

Para probar que nul(Gi) = col(A− λiI), usamos c) para escribir

A− λiI =

m∑
j=1

λjGj − λi
k∑
j=1

Gj =

m∑
j=1

(λj − λi)Gj =
∑
i6=j

(λi − λj)Gj .

Multiplicando por Gi ambos lados de la igualdad y utilizando b) tenemos

Gi(A− λiI) = 0,

de donde resulta que col(A − λiI) ⊆ nul(Gi). Como nul(A − λiI) = col(Gi), el
teorema de la dimensión implica

dim (col(A− λiI)) = n− dim (nul(A− λiI)) = n− dim (col(Gi)) = dim (nul(Gi)) ,

y por lo tanto, col(A− λi) = nul(Gi).

Rećıprocamente, si existen matrices G1, G2, . . . , Gk tales que A =
∑m
i=1 λiGi

que satisfacen las propiedades a), b) y c), entonces A es diagonalizable.

Por a) Gi es la proyección sobre nul(A − λiI) en la dirección de col(A − λiI).
Esto implica que

dim col(Gi) = dim nul(A− λiI) = µ(λi).

Por b) GiGj = 0 para i 6= j. Esto implica que

col(Gi) ∩

∑
j 6=i

col(Gj)

 = {0},

y en consecuencia

col

(
m∑
i=1

Gi

)
=

k⊕
i=1

col(Gi).

Por c)
∑m
i=1Gi = I. Por la fórmula para la dimensiones de una suma directa y el

resultado anterior tenemos

n = dim

(
m⊕
i=1

col(Gi)

)
=

m∑
i=1

dim (col(Gi)) =

m∑
i=1

µ(λi).

Esto último implica que A es diagonalizable. �
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2. Problemas dinámicos

El modelo básico proviene de las potencias A,A2, A3, . . . de una matriz A ∈
Rn×n. En general se trata de resolver o de analizar el comportamiento asintótico
de un problema dinámico regulado por una ley de la forma

xk = Axk−1, k ∈ N,(2)

cuyo estado inicial está determinado por un vector x0.

La fórmula general del estado del sistema a tiempo k viene dada por el producto
de las potencias de A por la condición inicial x0.

xk = Akx0,(3)

y su comportamiento asintótico viene dado por ĺım
k→∞

Akx0.

Lema 2.1. Si A ∈ Rn×n es diagonalizable y A = PΛP−1, con P ∈ Rn×n inversible
y Λ ∈ Rn×n es diagonal de la forma Λ = diag(λ1, . . . , λn), entonces

Ak = P

λ
k
1

. . .

λkn

P−1(4)

Demostración. Ejercicio. �

Nota Bene. Nótese que la matriz P =
[
v1 · · · vn

]
es la matriz de cambio de

coordenadas ME
B de la base de autovectores B = {v1, . . . , vn} en la base canónica

E de Rn. Cuando A es diagonalizable, calcular Akx0 es sencillo. Para verlo basta
escribir al vector x0 en la forma

x0 = c1v1 + · · ·+ cnvn.

Como P−1x0 = MB
E x0 = [x0]B =

[
c1 · · · cn

]
podemos utilizar (4) para escribir

Akx0 = P

λ
k
1

. . .

λkn

P−1x0

=
[
v1 · · · vn

] λ
k
1

. . .

λkn


c1...
cn


=
[
v1 · · · vn

] c1λ
k
1

...
cnλ

k
n


= c1λ

k
1v1 + · · ·+ cnλ

k
nvn.
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Ejemplo 2.2. Supongamos que la migración de la población entre dos regiones
geográficas, digamos, el norte y el sur, es la siguiente. Cada año, el 50 % de la
población del norte migra hacia el sur, mientras que solo el 25 % de la población
del sur migra hacia el norte. Si este patrón de migración continúa, ¿la población del
norte se reducirá permanentemente hasta que toda su población esté finalmente en
el sur, o la distribución de la población se estabilizará de alguna manera antes de
que el norte quede completamente despoblado?

Resolución. Sean nk y sk el total de pobladores en el norte y en el sur al finalizar
el k-ésimo año, respectivamente. El patrón de migración indica que el total de
pobladores en el norte y en el sur al finalizar el año siguiente será{

nk+1 = 0.5nk + 0.25sk,
sk+1 = 0.5nk + 0.75sk,

O, equivalentemente [
nk+1

sk+1

]
=

[
1/2 1/4
1/2 3/4

] [
nk
sk

]
Se puede ver que[

1/2 1/4
1/2 3/4

]k
=

[
1 −1
2 1

] [
1 0
0 1/4

]k [
1/3 1/3
−2/3 1/3

]
,

y en consecuencia[
nk
sk

]
=

[
1 −1
2 1

] [
1 0
0 (1/4)k

] [
1/3 1/3
−2/3 1/3

] [
n0

s0

]
=
n0 + s0

3

[
1
2

]
+
s0 − 2n0

3

(
1

4

)k [−1
1

]
.

Por lo tanto,

ĺım
k→∞

[
nk
sk

]
=
n0 + s0

3

[
1
2

]
.

Esto significa que largo plazo la población inicial conjunta, n0 + s0 queda distri-
buida de la siguiente manera: 1/3 en el norte y 2/3 en el sur. Estas proporciones
determinan el estado de equilibrio de la dinámica migratoria. Nótese que el sistema
converge al equilibrio exponencialmente rápido∥∥∥∥[nksk

]
− n0 + s0

3

[
1
2

]∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥s0 − 2n0

3

(
1

4

)k [−1
1

]∥∥∥∥∥ =

√
2|s0 − 2n0|

3

(
1

4

)k
.

2.1. Potencias de matrices diagonalizables.

Definición 2.3. La norma Frobenius ‖ · ‖F : Rn×n → R+ es la norma inducida
por el producto interno canónico en Rn×n. Esto es, para cada A ∈ Rn×n vale que

‖A‖F =
√

tr(ATA) =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij
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Definición 2.4. Sea A ∈ Rn×n. Decimos que la sucesión
(
Ak
)
k∈N es convergente

si existe una matriz A∗ ∈ Rn×n tal que

ĺım
k→∞

∥∥Ak −A∗∥∥
F

= 0.

En tal caso, escribimos ĺımk→∞Ak = A∗ y decimos que Ak converge a A∗ o que
A∗ es el ĺımite de Ak cuando k →∞.

Nota Bene. Nótese que utilizando el Teorema espectral para matrices diagonaliza-
bles se puede comprobar que si A ∈ Rn×n es diagonalizable y σ(A) = {λ1, . . . , λm},
entonces

Ak = λk1G1 + λk2G2 + · · ·+ λkmGm,(5)

donde cada Gi es la proyección sobre nul(A− λiI) en la dirección de col(A− λiI).

En lo que sigue mostraremos que si A ∈ Rn×n es una matriz diagonalizable,
el comportamiento asintótico de la sucesión (Ak)k∈N está gobernado por el radio
espectral de A que se define mediante

ρ(A) = máx{|λ| : λ ∈ σ(A)}.

Lema 2.5. Sea A ∈ Rn×n una matriz diagonalizable. Vale que

1. Si ρ(A) < 1, entonces ĺım
k→∞

Ak = 0.

2. Si ρ(A) > 1, entonces ĺım
k→∞

‖Ak‖F = +∞.

3. Si ρ(A) = 1 y −1 /∈ σ(A), entonces ĺım
k→∞

Ak = G1, donde G1 es la proyección

sobre nul(A− I) en la dirección de col(A− I)
4. Si ρ(A) = 1 y −1 ∈ σ(A), entonces las sucesiones A2k y A2k−1 son conver-

gentes y ĺım
k→∞

A2k 6= ĺım
k→∞

A2k−1.

Demostración. Adaptar las técnicas aprendidas en Análisis I para analizar el com-
portamiento de las sucesiones λk para distintos valores de λ ∈ R. �

Lema 2.6. Sea A ∈ Rn×n. Si (Ak)k∈N es convergente, entonces

ĺım
k→∞

Akx =

(
ĺım
k→∞

Ak
)
x,

para todo x ∈ Rn.


