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1. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEOS

1.1. Para un planteo del problema.

En lo que sigue estudiaremos cémo resolver sistemas de ecuaciones diferencia-
les lineales a coeficientes constantes homogéneos, esto es, sistemas de ecuaciones
diferenciales de la forma

Y1 = auy +ay: + -+ ainYn,
Yy = a1y + agys + -+ G2,
(1) :
Yp = ni¥1tan2ya + -0+ Gunln,
donde las funciones y1,¥2,...,Yn son las incégnitas y los coeficientes a;; € R son

constantes.

Enfocado desde el punto de vista matricial el sistema (1) adopta la forma

(2) Y' =AY,
donde A € R"*"™ e Y : R — R"” es la funcién vectorial incdgnita,
aipl a2 o Qip yi(t) yi(t)
Ao a1 Q22 -+ d2p V() = yz.(t) V() = ys(t)
Gn1 Gn2 -+ Gnn Yn (1) Yn (1)

Resolver este sistema significa encontrar todas las funciones vectoriales

Y =[n(t) w) - ya®)]"

tales que si las derivamos obtenemos el mismo resultado que si las multiplicamos
por la matriz A.

Ejemplo 1.1 (Caso diagonal). El sistema tiene la forma

(3) Y' =AY,

donde A = diag(\1, A2, ..., \n). Decir que Y = [yl Yo - yn]T es solucién del
sistema (3) equivale a decir que para cada j € I,, vale que

(4) y; = )‘jyj-

Como las soluciones de las ecuaciones diferenciales (4) son de la forma
Y = cje’\ft, con ¢; € R,

tenemos que las soluciones del sistema (3) son de la forma

n
T v
Y(t) = [creM? et oo cpett]T = E cjetite;,
Jj=1
con ci,Coy...,cn € Ry eq,eq,..., e, los vectores de la base candnica de R™. Esto

nos permite concluir que

{Y eC®(R,R"): Y =AY} = gen {e/\ltel,e)‘2teg, . ,e)‘"ten} .
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Como el conjunto de funciones {e*fey,e*?’es, ... e*'e,} es linealmente indepen-

diente, tenemos que

dim{Y € C® (R,R") : Y/ =AY} =n.

Comentario. Informalmente, resolver un sistema de la forma (2) es algo que se
parece a realizar n-integraciones simultaneamente. Por cada integracién obtenemos
una constante. Estas constantes se pueden fijar de antemano por las condiciones
iniciales del sistema. En cualquier caso, la solucién general tiene la forma

Y(t) = Clyl (t) + CQYQ(t) —+ -+ CnYn(t)

donde {Y7(t),Y2(t),...,Y,(t)} es un conjunto de soluciones linealmente indepen-
dientes de Y’ = AY. Por lo tanto, si podemos encontrar esas n soluciones lineal-
mente independientes, el problema estd resuelto.

1.2. Problema de valores iniciales: el teorema de existencia y unicidad.

El resultado siguiente es la herramienta principal para resolver sistemas de ecua-
ciones diferenciales.

Teorema 1.2 (Existencia y unicidad). Sea A € R"*", sea Yy € R"™ un wvector

arbitrario pero fijo, y sea tg € R. Existe una, y solo una, solucion al problema de

valores iniciales
Y’ = AY,

5 b)

(5) { Y(to) = Yo.

Sobre las soluciones no triviales. Nétese que si Y (¢) es una solucién no trivial
del sistema (2), entonces Y (t) # 0 para todo ¢t € R. Esto es asi porque si Y (t5) =0
para algin ty € R, entonces Y (t) = 0 para todo t € R, porque ella, y la solucién
trivial, satisfacen el mismo sistema de ecuaciones y tienen el mismo valor inicial en
t =1p.

Corolario 1.3. Sea A € R"*"™. El conjunto de todas las soluciones del sistema
homogéneo (2)
S={Y e C*°[R,R") : Y' = AY},

es un R-espacio vectorial de dimension n.

Demostracion. Que S es un R-espacio vectorial es una consecuencia inmediata del
lema de 3 x 8. Para demostrar que dim(S) = n tenemos que mostrar una base de S
conformada por n elementos. Consideramos ®,(¢), j € I,,, la solucién del problema
de valores iniciales

(6)

donde e; es el j-ésimo vector de la base canénica de R"™. La existencia y unicidad
de ®; estd garantizada por el Teorema 1.2.

Y' = AY,
Y (0) =ej,

Para probar que el conjunto {®1,®s,...,P,} es linealmente independiente es-
cribimos la ecuacién

61(131 +CQ(I)2 + +Cn(1)n :07



y la evaluamos en ¢t = 0. Tenemos que
cire1 + coes + - -+ cpe, = 0.

Como {eq,eq,...,e,} es lincalmente independiente, resulta que ¢; = 0 para todo
j € L,. Por lo tanto, el conjunto {®1,Po,..., D, } es linealmente independiente.

Para probar que el conjunto {®1,®Ps,...,P,} genera S elegimos ¥ € Sy la
evaluamos en t = 0:
T
Y(0) = [cl cy - cn}
Con estas constantes ¢y, ¢s, . .., ¢, construimos la funcién vectorial
b= Cl@l +C2(I)2 + - +Cn(bn

La funcién @ es solucién del sistema (2) porque es una combinacién lineal de solu-
ciones del mismo. Ademds ®(0) = Y (0), y por el teorema de existencia y unicidad,
resulta que ® =Y. ([l

Definicién 1.4. Decimos que {®1,®Pq,...,P,} es un conjunto fundamental de
soluciones de (2) si es un conjunto de soluciones de (2) linealmente independiente.

Pregunta. ;Qué podemos hacer para hallar un conjunto fundamental de soluciones
del sistema Y’ = AY? En lo que sigue vamos a mostrar que este tipo de conjuntos
se pueden obtener analizando el espectro de la matriz A y la estructura de sus
autoespacios. El siguiente resultado proporciona la clave de todo el asunto.

Lema 1.5. Si A € o(A) y v € nul(A — \I), entonces la funcion Y (t) = e*v es
solucidn del sistema Y' = AY .

Demostracion. Usando que v € nul(A — AI') podemos escribir

AY = A (e)‘tv) =eMAy = eMAv = (e”v)/ =Y

O
1.3. Caso diagonalizable.

Si A € R™*" es una matriz diagonalizable, existe una base {vy,va,...,v,} de R™
compuesta por autovectores de A correspondientes a n autovalores Ay, As..., An:
Avj = Ajv; para cada j € I,. Considerando las matrices

A1
A2
P:[vl Vg o+ vn} y A= . ,

An

tenemos que P es inversible y que A = PAP~!. Factorizando A y reagrupando
términos podemos escribir

Y'=AY <= Y' = (PAP Y)Y < P 'Y/ =AP'Y
— (P7YY) =A(PlY).
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Esto significa que Y es solucién del sistema Y’ = AY si, y s6lo si, Z = P~'Y es
solucién del sistema diagonal Z’ = AZ. Utilizando el resultado del Ejemplo 1.1, la
solucién general del sistema Z’ = AZ es

n
Z(t) = Z cjetite;.
j=1

En consecuencia, la solucién general del sistema Y’ = AY es

n n n
_ _ VTN Atp, . At
Y=PZ=P E cje’ite; _E c]eJPej—E cje™ ;.
j=1 j=1

Jj=1

En particular {6)‘1t1)1, eMtyg, ..., e)‘"tvn} es un conjunto fundamental de soluciones

del sistema Y’ = AY.

Ejemplo 1.6. Hallar un conjunto fundamental de soluciones del sistema Y’ = AY
con

1 -1 4
A=13 2 -1
2 1 -1
Resolucién. El polinomio caracteristico de A es xa(z) = —(z + 2)(z — 1)(x — 3),

el espectro es o(A) = {—2,1,3}, y los autoespacios correspondientes son
mi(A+20) =gen{[-1 1 1]},
(A -1 =gen{[-1 4 1]},
(A =30 =gen {[1 2 1"},

Por lo tanto,

-1 -1 1
e 1|, et | 4], e |2
1 1 1
es un conjunto fundamental de soluciones del sistema Y’ = AY. ([l

Ejemplo 1.7. Sea A € R3**3 la matriz considerada en el ejemplo anterior. Hallar
la solucién del problema de valores iniciales

Y = AY,
@ { Y(0) = Y,

y analizar su comportamiento asintético.

Resolucion. La solucién general del sistema Y’ = AY es

-1 -1 1
(8) Y(t)=cre™® | 1 | +coe’ | 4 | +ec3e |2
| 1] 1 1
En consecuencia,
-1 [—1] 1 -1 -1 1] [e
(9) Y(O) =C 1 + c2 4 +c3 2| = 1 4 2 Co
1 | 1] 1 1 1 1] |es



. T .,
Por lo tanto, si Yy = [m N 7]3} , los escalares ¢, co, c3 deben ser la solucién del
sistema

-1 -1 1| | m
1 4 2 Co| = |72
1 1 1 _03 13
Despejando, tenemos que
f1 7 (m] [ [-2 -2 6][m
2 n| =g -1 2 =3| [n
3 | 30 3] [m
1| =2m = 2n2 + 6m3
(10) =5 | Tt 2n2—3ns

3m + 3ns3
De (8) y (10) concluimos que la solucién del problema de valores iniciales (7) con
T
Yo=1[m m ms] es

9y — 2y + 6 -
Y(t)=< o 6772+ "3>e—2f 1

-1 1
(= +2n — 313 a4 3m + 313 o3t |9
6 1 1

De (8) v (9) podemos concluir que

-1
t_liinooY(t) =0 < Y(0) € gen i =S_o
y que
Jim V(D) = +o0 <= Y(0) ¢ S_s

O

Nota Bene. Notese que el resultado obtenido en el ejemplo anterior es un caso
particular del siguiente resultado general.

Teorema 1.8 (Comportamiento asintético). Sea A € R™ ™ una matriz diago-
nalizable, sea o(A) el espectro de A, y sea ® € C*°(R,R™) la dnica solucion del
problema de valores iniciales

= AY,
Y (0) = Yb.

Valen las siguientes afirmaciones:

1.
Jim o) =0 <= Yy € P s
A€o (A):
A<0

donde Sy = nul(A — ) es el autoespacio asociado al autovalor A.



2. Si0eo(A),
®(t) =Yy para todot e R < Y; € Sy,
donde Sy = nul(4).
3. La norma de ®(t) estd acotada cuando t — +00 si, y solo si, Yo € € Sa.

Aeo(A):
A<0

Demostracion. Los resultados se obtienen observando que la solucién general del
sistema Y’ = AY tiene la forma

n
Y(t)= Z cjetitu;,
j=1

donde {vi,v2,...,v,} es una base de R" tal que Av; = \jv; para todo j € I,. En
consecuencia,
C1
Y (0) = chvj =[vi v - vy
j=1
Cn
De ahi que
th’m Y(t) =0 <= ¢; =0 para todo j tal que A\; >0
—00
< Y(0) € gen{v; : \; < 0}.
Etcétera. O

1.4. Autovalores en C.

Lema 1.9. Sia+bi, cona,be R yb#0, es un autovalor de la matriz A € R"*" y
x+iy € C" es un autovector de A asociado al autovalor a+bi, entonces el conjunto

{e® cos(bt)x — e sen(bt)y, e cos(bt)y + e** sen(bt)z} € C*(R,R")

es un conjunto de soluciones reales linealmente independiente del sistemaY' = AY .

Demostracion. Cuando A € R™*™ y su polinomio caracteristico tiene una raiz
compleja A = a + bi, con a,b € R y b # 0, sabemos que

1. {\ A} Coc(A).

2. Los autovectores correspondientes de A son de la forma v = z+iy, con {z,y}
un conjunto linealmente independiente de R™.

3. Si v = x + iy es un autovector correspondiente a A, entonces v = x — iy es
un autovector correspondiente a A = a — bi.

De acuerdo con el Lema 1.5, las funciones ®,, ®5 : R — C™ definidas por

(I)l(t) = 6/\t’U7 ‘I)g(t) = BAt@ = (I)l(t)

son dos soluciones compleja del sistema Y’ = AY.



El conjunto {®1, P2} es linealmente independiente porque ®1(0) = vy ®2(0) =7
son autovectores asociados a diferentes autovalores de A. Descomponiendo a @1 (t)
y ®2(t) en sus partes reales e imaginarias

D1 (t) = R(P1()) +iS(D1 (1)),
Po(t) = R(P1(t)) — iS(P1(2)),
se deduce que

gen{R(P1), H(P1)} = gen{ P, Do }.

Por otra parte R(®1), I(P;) son soluciones del sistema Y’ = AY porque

R(21(1)) = 3 (B1(0) + ®2(0), S(@1(5) = - (B1(1) ~ Ba(0)).

Como
Dy (t) = Mo = e (g 4 iy) = (e cos(bt) + i sen(bt)) (z + iy)
= ™ cos(bt)x — e sen(bt)y + i (e cos(bt)y + e** sen(bt)z) ,
se concluye que el conjunto
{e" cos(bt)x — e sen(bt)y, e™ cos(bt)y + e sen(bt)z}
es un conjunto linealmente independiente de soluciones del sistema Y/ = AY. O

Ejemplo 1.10. Hallar un conjunto fundamental de soluciones del sistema Y’ = AY
con

A =

El polinomio caracteristico de A es ya(z) = 22 — 6x + 13 y sus rafces son 3 + 2i y
3 — 2i. El vector

—il _fo] | .[-1

=B

es un autovector correspondiente al autovalor 3 4 2¢. Utilizando el Lema 1.9 y el
Corolario 1.3 se concluye que el conjunto

{e cos(21) m — M sen(2t) {01} M cos(2t) {01} + ¥ sen(21) M}
([ [ess])

es un conjunto fundamental de soluciones del sistema Y’ = AY. O

1.5. Caso no diagonalizable con autovalores en R.
Nota Bene. Nétese que si A = PJP~!, entonces
Y'=AY <= Y' = (PJP)YY < PV =JP7'Y
— (PY) =J(P ).

Esto significa que Y es solucién del sistema Y’ = AY si, y s6lo si, Z = P~'Y es
solucién del sistema 2’ = JZ.



1.5.1. AeR*2

En este caso o(A) = {A}, m(A) = 2 y u(A\) = 1. Sabemos que existe una base
{v1,v2} de R? tal que si

P:[Ul UQ] yJ:|:6\ i\:|’

entonces
A=PJjpP L.

Si ponemos Z = P~1Y, el sistema Y’ = AY se transforma en el sistema Z’' = JZ:

zi . A 1| |z . Az1 + 29
251 {0 A [z Azo ’

que se resuelve por cuadraturas de abajo para arriba:

At

2 = Azg = 23 = c2e”, con c3 € R,

M con ¢ €R,

At

21 =An+ 2 = 2] — Az =coe
= 2z = czte)‘t + e, con c¢1,co € R.

La solucién del sistema Z’ = JZ tiene la forma

P creM + coteM
= oMt
2€

:| = cle/\tel + cze’\t(tel + 62).
En consecuencia, la solucién de Y’ = AY tiene la forma
Y=PZ=P (cle’\tel + CQe’\t(tel + 32)) = creMuy + cze/\t(tvl + v2),
con cy,co € R.
Nota Bene. Nétes que en este caso,

{e’\tvh e’\t(tvl + ’02)}

es un sistema fundamental de soluciones de Y/ = AY. O

1.5.2. AcR3>3,
Hay tres escenarios distintos:

Escenario 1. o(4) = {A\}, m()\) = 3 y u(\) = 1. Sabemos que existe una base
{v1,v2,v3} de R3 tal que si

A1 0
P:[Ul V2 ’Ug]yJZO/\l,
0 0 X
entonces
A=PrJjpt.
Si ponemos Z = P~1Y, el sistema Y’ = AY se transforma en el sistema Z’' = .JZ:
Zi A 1 0 z1 )\21 + z9
250 =10 X 1| |22| = [A22+ 23],
Z:’g 0 0 A z3 )\Zg
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que se resuelve por cuadraturas de abajo para arriba:
! A _ At R
23 = Azg <= 23 =cC3€", con c3 € IX.
Zh = Azg + 23 <= 25— Az = c3e™, con c3 €R
= 29 = 03te>‘t + CQ@At7 con cg,c3 € R.
!’ A / A _ At At R
21 = Az1 + 22 < 2] — Az =cgte” +coe”, con co,c3 €R,

At

2
< 21 = 0356/\t + CQte’\t + ci1e™, con c1,co,c3 € R.

La solucién del sistema Z’ = JZ tiene la forma

2
cr1eM + cote™M + ¢ %e”
Z = coeM + cste
caet

2
= creMe; + cze”(tel +e2)+ czet (261 + tes + 63) .
En consecuencia, la solucién de Y’ = AY tiene la forma
2
Y = PZ = cieMoy + cze’v(tvl +vg) + czet (201 + tvg + 1)3)

con cq,co,c3 € R.

Nota Bene. Notese que en este caso,

t2
(11) {e’\tul, e’\t(tvl + v9), M (2111 + tvg + v3> }

es un sistema fundamental de soluciones de Y/ = AY. O

Ejemplo 1.11 (Tigre). Hallar un sistema fundamental de soluciones del sistema
Y’ = AY con

-4 1 0
A=|-1 -3 1
-1 0 -2

Resolucién.

1. Andlisis de la estructura de A. El polinomio caracteristico es
xa(z) = —(z +3)°,

el espectro es o(A) = {—3} y el autoespacio correspondiente es

-1 1 0 1
nul(A+3I)=nul | [-1 0 1| | =geng |1
-1 0 1 1

Como o(A) = {-=3} y u(—3) = 1, la matriz A tiene la siguiente forma
canénica de Jordan
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2. Construccion de una base de Jordan. Como la matriz N = A + 3I es una
matriz nilpotente de indice 3, hay que encontrar un vector v ¢ nul(N?) para
construir la cadena de Jordan {N?v, Nv,v}. Como

2

-1 1 0 0 -1 1
nul(N?) =nul [ [-1 0 1 =qnul| [0 -1 1
-1 0 1 0 -1 1
1 0
= gen of, (1 ,
0 1

podemos elegir v = [O 1 O]T7 y entonces
N2o=[-1 -1 —1]", No=[1 0 0]".

Tenemos que la matriz

-1 10
P=|-1 0 1| =[v; vz w3
-1 0 0

es tal que A = PJP!,
3. Construccion del sistema fundamental de soluciones del sistema Y' = AY.
Se obtiene reemplazando los resultados obtenidos en la forma general (11):

-1 —-1 1 2 [-1 1 0
e B3t =1, e 3t |-1] 4+ |0] |, e 5 —1| +¢t|0] + |1

-1 -1 0 -1 0 0
Etcétera.

Nota Bene. Notese que el proceso de resolucién del problema anterior se puede
optimizar suprimiendo algunos pasos innecesarios. Los mismos se dieron a efectos
de ilustrar la metodologia que permite hallar la forma canénica de Jordan J de la
matriz A y la matriz P que permite transformar una en la otra.

Escenario 2. o(A) = {A\}, m(\) = 3 y u(A\) = 2. Sabemos que existe una base
{v1,v2,v3} de R3 tal que si

A1 0
P:[’Ul (%] U3] yJ: 0 A 0 5
0 0 A
entonces
A=PJP !
Razonando como en el caso anterior se obtiene que
(12) {e’\tvl, eM(tvy + o), 6)\t’l)3}
es un sistema fundamental de soluciones de Y/ = AY'. [l

Ejemplo 1.12 (Le6n). Hallar un sistema fundamental de soluciones del sistema
Y’ = AY con
-4 1 0
A=1[-1 -2 0
-1 1 -3
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Resolucién.
1. Andlisis de la estructura de A. El polinomio caracteristico es
xa(z) = —(z +3)%

el espectro es 0(A) = {—3} y el autoespacio correspondiente es

-1 1 0 1 0
nl(A4+3)=nul| |-1 1 0| | =gen¢ |1|, |0
-1 1 0 0 1

Como o(A) = {=3} y u(—3) = 2, la matriz A tiene la siguiente forma
canoénica de Jordan

-3 1 0
J=10 -3 0
0o 0 =3

2. Construccion de una base de Jordan. Como la matriz N = A + 3I es una
matriz nilpotente de indice 2, el primer bloque se obtiene hallando un vector
v ¢ nul(N) y construyendo la cadena de Jordan {Nv,v}. Podemos elegir
v = [1 0 O]T y entonces Nv = [—1 -1 —1]T. El segundo bloque se
construye hallando un vector w € nul(N) que no sea un multiplo de Nv. Por

ejemplo, w = [1 1 O]T. Tenemos que la matriz
-1 1 1
P=1]1-1 0 1 :[1}1 V2 ’Ug]
-1 0 O

es tal que A = PJP~!,
3. Construccidn del sistema fundamental de soluciones del sistema Y' = AY.
Se obtiene reemplazando los resultados obtenidos en la forma general (12):

-1 -1 1 1
e 3t =1, et t|-1]+ |0 ,e 3t
-1 -1 0 0

Etcétera.

Escenario 3. 0(A) = {\1, A2}, con Ay # Ao, m(A1) =2y u(A;) = 1. Sabemos que
existe una base {vi, v2,v3} de R3 tal que si

A 10
P:[’Ul (%] U3]yJ: 0 )\1 O,
0 0 X

entonces
A=PJjP
Razonando como en el primer caso se obtiene que

(13) {eMvy, Mty + va), eMvs}

es un sistema fundamental de soluciones de Y/ = AY. O



13

Ejemplo 1.13 (Leopardo). Hallar un sistema fundamental de soluciones del siste-
ma Y’ = AY con

-4 1 0
A=1|-1 -2 0
-1 -5 3

Resolucién.

1. Andlisis de la estructura de A. El polinomio caracteristico es
xa(z) = —(z +3)*(x - 3),

el espectro es 0(A) = {—3,3} y los autoespacios correspondientes son

-1 1 0
nul(A+3I)=nul | [-1 1 0| | =geng |1| ;,
-1 =5 6] 1]
[-7 1 0] [0]
nul(A—-3I)=nul| |-1 -5 0| | =geng |0
-1 =5 0] 1]
Como o(A4) = {-3,3}, u(—3) =1y u(3) = 1, la matriz A tiene la siguiente

forma canénica de Jordan

-3 1 0
J=10 =3 0
0o 0 3

2. Construccion de una base de Jordan. Para obtener el primer bloque necesi-
tamos hallar
v € nul ((A+31)%) \ nul(A + 31)

y construir la cadena de Jordan {(A + 3I)v,v}. Como

0 0 0 1 0
nul (A+30)%)=mul | [0 0 O =gend¢ (0], 1] 7,
0 —36 36 of [1

podemos elegir v = [1 0 O]T y entonces (A +3I)v = [-1 -1 fl]T.
El segundo bloque se construye eligiendo un autovector w correspondiente

al autovalor Ay = 3, por ejemplo, w = [0 0 1]T. Tenemos que la matriz
-1 1 0
P=|-1 0 0| = [’Ul V2 ’03]
-1 0 1

es tal que A = PJP~ L.
3. Construccion del sistema fundamental de soluciones del sistema Y' = AY.
Se obtiene reemplazando los resultados obtenidos en la forma general (13):

—1 —1 1 0
eS| —1],e 3 t]|=1| +[0] ], e |0
—1 —1 0 1

Etcétera.



