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FEl inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.
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1. MATRICES ORTOGONALES

1.1. Introduccién.

En todo lo que sigue consideraremos R™ con el producto interno canénico (-, ) :
R™ x R"® — R definido por (z,y) = y*x, donde y” es el traspuesto del vector y. De
ser necesario, (-,-) también designard el producto interno canénico de C". En tal

caso (z,y) = y*z, donde y* = yT es el traspuesto conjugado del vector y.
Definicién 1.1. Decimos que U € R™ "™ es una matriz ortogonal si
(1) Ut =vuT =1,
0, equivalentemente, si U=t =UT.
Ejemplo 1.2. Las matrices
_ |cosf —send _ |cosf  send
0= [sen@ cos 6 }’ 0= [sen¢9 —cos@]’

con § € R, son matrices ortogonales.
Ejemplo 1.3. Las matrices

1 0 0

Ry = |0 cosf® —senf|,

0 senf cosf

con f € R, son matrices ortogonales.

Ejemplo 1.4. Las matrices

1 0 0 -1 0 0
0 -1 0], 0 1 0f,
0o 0 -1 0 0 1
son matrices ortogonales.
Ejemplo 1.5. Las matrices
-1 2 2 2 2 1
1 2 -1 2/, 1 -2 1 2/,
2 2 -1 1 -2 2

son matrices ortogonales.

Nota Bene. Nétese que escribiendo la matriz U € R™ ™ como un sistema de
vectores columna

U:[ul Uy - un},



tenemos
T
|4
Uv'Uv=|. [ul Uy e un]
T
_un
(ufuy wlug o wlw,
wluy wlug o wluy,
(2) = . :
T T T
(Up Ul UpUp e Uy Up

Esto significa que U es ortogonal si y solamente si

1 sit=j
) = T J
(uj, w;) = uj uj { 0 siid]

Dicho en palabras, U es ortogonal si y solamente sus columnas constituyen una
base ortonormal de R™.

Como (UT)T = U, la simetria de la condicién (1) significa que U es ortogonal
si y solamente si U? también lo es. Como las columnas de U” son las filas de U,
también resulta que U es ortogonal si y solamente si sus filas constituyen una base
ortonormal de R™.

Los argumentos anteriores se pueden resumir en el siguiente resultado.

Lema 1.6. Sea U € R" ™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es ortogonal.

2. U es inversible y U1 =UT.

3. UT es ortogonal.

4. Las columnas de U constituyen una base ortonormal de R™.
5. Las filas de U constituyen una base ortonormal de R™.

Nota Bene. Noétese que si U € R™ "™ es una matriz ortogonal, entonces
det(U) € {-1,1}.

Esto es asi porque det(U) € R y det(UT) = det(U). De UTU = I y la propiedad
distributiva del determinante con respecto al producto de matrices, resulta que
1 =det(UT) det(U) = det(U)2. En consecuencia, det(U) € {—1,1}.

Lema 1.7 (Espectro). Si U € R"*™ es una matriz ortogonal, entonces

oc(U) = {AeC:det(U—N)=0}c {AeC: [\ =1}

Demostracion. Sean A € oc(U) y z € nul(U — AI) \ {0}. Como Uz = Az tenemos
[Uz] = [Alllz]].
Por otra parte,

|Uz|? = (Uz,Uz) = (U2)TUz = 2TUTUz = 2TUT Uz = 2Tz = |||

Como z # 0, de las igualdades ||[Uz|| = ||z|| v ||Uz|| = |A|l|z]l, se deduce que
|A] = 1. O



1.2. Caracterizacion geométrica.

Teorema 1.8. Sea U € R"*". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es ortogonal.
2. U preserva longitudes: ||Uzx| = ||z|| para todo x € R™.
3. U preserva el producto escalar: (Ux,Uy) = (x,y) para todo x,y € R™.

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 1.9 (Isometria). Si U € R™ "™ es una matriz ortogonal, entonces la
transformacidn lineal T € L(R™) definida por T(x) = Uz preserva las distancias y
los dngulos entre vectores.

Ejemplo 1.10 (Simetrias ortogonales). Sea S un subespacio propio de R". La
matriz ¥ de la simetria con respecto a S en la direccién de ST es una matriz
ortogonal.

Ficura 1. Por el Teorema de Pitdgoras vale que ||Xz|| = ||z| para
todo z € R™.

1.3. El grupo ortogonal en RZ?.
Objetivo. Caracterizar las matices ortogonales de 2 X 2.

Desarrollo. Consideramos una matriz ortogonal
a b
U= [ d} |
Como U~! =UT y det(U) € {—1,1} hay dos casos posibles

1. Caso det(U) = 1. En este caso, la relacién U~! = UT adopta la forma

A



1.4.

Como d = a y ¢ = —b, tenemos
U= [“ _C} :
c a
Como a?+c? = 1, porque det(U) = 1, tenemos que existe un tnico § € [0, 27)
tal que a = cos@ y ¢ = send. Por lo tanto,

cos) —senf
U= [sen@ cosf }

Geométricamente se trata de la rotacién de angulo 6 en sentido antihorario.

Caso det(U) = —1. En este caso, la relacién U~! = UT adopta la forma
—-d b| _ |a c
¢ —al |b d|’
Como d = —a y ¢ = b, tenemos
U= [“ c } :
c —a
Como a? + ¢ = 1, porque det(U) = —1, tenemos que existe un tnico 6 €

[0,27) tal que a = cosf y ¢ = send. Por lo tanto,

__|cos@  senf
" |senf —cos@|"

Nétese que en este caso U es simétrica. En consecuencia, U? = I. Geométri-
camente, esto significa que U es una simetria ortogonal. Para encontrar la
recta con respecto a la que se realiza la simetria basta identificar los puntos
fijos de la misma. Este trabajo se llevé a cabo en el inciso (d) del Ejercicio
2.25. Los resultados obtenidos en el inciso (d) significan que

nul(U — I) = gen { [gg;ggﬁﬂ } :
mi(t + 1) = gen { | St ).

En definitiva, U es la simetria ortogonal con respecto a la recta generada

por el vector [cos (g) sen (g)}T

El grupo ortogonal en R3.

Objetivo. Caracterizar las matices ortogonales de 3 x 3.

Desarrollo. Consideramos una matriz ortogonal U € R3*3. Debido a que el po-
linomio caracteristico de U tiene grado 3, al menos tiene una raiz real. Hay dos
casos posibles 1 € o(U) 6 1 & o(U). En lo que sigue vamos a analizar el caso en
que 1 € ¢(U). El otro caso se reduce a este reemplazando —U por U.

1.
2.

Caso u(1) = 3. En este caso U = I.

Caso (1) = 2. En este caso —1 € o(U). De la relacién UT = U1 y la
identidad (Uz,y) = (z,UTy), se deduce que nul(U — I)Lnul(U + I). En
efecto, si Uz = x y Uy = —y podemos escribir

(2,y) = (Uz,y) = (2, U y) = (x,~y) = — (2,9) <= (z,y) =0.



En este caso U es diagonalizable y semejante a la matriz

10 O
01 0
0 0 -1

Geométricamente, esto significa que U es la simetria ortogonal con respecto
al plano nul(U — I).

3. Caso pu(1) = 1. En este caso nul(U —I) = gen{v; } para algin v; de norma 1.
Como U preserva dangulos y longitudes, la isometria que T'(x) = Uz induce
sobre el subespacio ortogonal a vy tiene que ser una rotacion porque carece de
puntos fijos. En tal caso existe una base ortonormal {vs,v3} del subespacio
ortogonal a vy tal que v3 = vy X v2 y

Uwvy = cos Bvy + sen Ous,

Uwvz = — sen vy + cos Ous
)
para un tnico 6 € (0,27) Tenemos asi que U es semejante a la matriz

1 0 0
0 cosf —senf
0 senf cosf

Geométricamente, esto significa que U es la rotacién de dngulo 6 en sentido
antihorario alrededor del eje generado por el vector v;.

Lema 1.11. Sea U € R3**3\ {I} una matriz ortogonal tal que 1 € o(U). Sea
S1 =nul(U — I) el autoespacio correspondiente al autovalor 1. Vale que

1. Sidet(U) =1, entonces U es una rotacion alrededor del eje Sy.
2. Sidet(U) = —1, entonces U es la simetria ortogonal con respecto al plano
Sy.

Si1¢ o(U). Hay dos posibilidades:

1. Caso u(—1) = 3. En este caso U = —1I.

2. Caso u(—1) = 1. En este caso nul(U + I) = gen{v;} para algin v; de
norma 1. Extendemos {v;} a una base ortonormal de R? {v1,v2,v3} tal que
v3 = v1 X 3. Argumentando como en el caso (1) = 1 podemos deducir que
la matriz de la isometria T'(x) = Uz con respecto a la base B = {v1,v2,v3}

es
-1 0 0 -1 0 0] |1 0 0
0 cosf —senf| =0 1 0] |0 cosf® —send
0 senf cosf 0 O 1| [0 senf cos@

Geométricamente, esto significa que U es una rotacién de dngulo 6 en sen-
tido antihorario alrededor del eje generado por el vector v; seguida de una
simetria ortogonal con respecto al complemento ortogonal del eje de rotacién.

Lema 1.12. Sea U € R3*3\ {~I} una matriz ortogonal tal que 1 ¢ o(U). Sea
S_1 = nul(U + I) el autoespacio correspondiente al autovalor —1. Entonces, U es
una rotacion alrededor del eje S_1 sequida de una simetria ortogonal con respecto
al plano S*,. En particular, det(U) = —1.
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Método para hallar el dngulo de rotacién. Supongamos que U € R3*3\ {I} es
una matriz ortogonal tal que det(U) = 1. Sabemos que U es una rotacién de dngulo
0 en sentido antihorario alrededor del eje nul(U — I). Para encontrar el dngulo de
rotacién primero se analiza la situacién:

Si se dispone de una base ortonormal B = {vy, v2,v3} de R3 tal que {v1} es
una base de nul(U — I) y v3 = v1 X vg, la matriz

P = [1}1 V2 Ug}
es una matriz ortogonal tal que det(P) =1y

1 0 0
UP=P |0 cosf) —senf
0 senf cosf

Se observa que 6 satisface la ecuacién
1+ 2cosf = tr(U).

Pero como esta ecuacién admite dos soluciones en (0, 27), para identificar
el dangulo 0 se necesita determinar el signo de sen 6. Para eso basta observar
que

det ([vl Vg U’Ug]) =senf.

Esto es asi porque

1 0 0
[Ul Vo U’UQ]ZP 0 1 cos6
0 0 senf

El anadlisis precedente proporciona el método para hallar el angulo de rotacién 6:

1. Hallar v; € nul(U—1) tal que ||v1]| = 1. Este vector genera el eje de rotacién.
2. Hallar v tal que |Jvz|| =1y ve L vq.
3. Hallar 0 € (0,2m) tal que

14+2cosf =tr(U) y senf = det ([vl Vo Uvg])
Ejemplo 1.13. Sea

Caracterizar la isometria T'(z) = Ux

Resolucién. Lo primero es calcular el determinante de U: det(U) = 1. Esto signi-
fica que T es una rotacién.

1. El eje de rotacién de T es el autoespacio fijo

1 -1 2 1 1
nul(U — I) = nul 3 -2 -2 2 =genq |0
1 -2 -1 1
El vector v, = 72 [1 0 l]T es un vector de norma 1 que genera el eje de

rotacién de T.



2. Para determinar el dngulo de rotacién 6 € (0, 27) primero elegimos un vector

de norma 1 que sea ortogonal a v; por ejemplo, vo = [O 1 O}T. Sabemos
que 0 satisface
1 1/5 1
cosf = i(tr(U) -1)= 3 (3 - 1) =3
V2 2
2 03 vZo2 2V2
sen f = det 0 1 3 = det \% S0 =——
N — 3
V2 g _2 2 3
2 3
Por lo tanto, § = arctan(—2+v/2) + 27. O

2. TEOREMA ESPECTRAL PARA MATRICES SIMETRICAS EN R7X™
Definicién 2.1. Decimos que A € R™*™ es una matriz simétrica si AT = A.

2.1. Resultado fundamental.

Teorema 2.2. Si A € R™"™ " es una matriz simétrica, entonces existe una base
ortonormal de R™ compuesta por autovectores de A.

Demostracion. Queda pendiente. Las ideas principales se presentan en la Seccién

3. |
Consecuencias. Sea A € R™ ™ una matriz simétrica. De acuerdo con el Teorema
2.2 sabemos que existen n niimeros reales, no necesariamente distintos, A1, As, ..., An,
y una base ortonormal de R™, {uy, us,...,un}, tales que

A1

A2
(3) A[ul Uy - un]:[ul uy ... un]
U U
An
A

Dicho de otra manera, existen una matriz diagonal A € R™*"™ y una matriz ortogo-
nal U € R™*™ tales que

(4) A=UANU".

Definicién 2.3. Sea A € R"*™. Decimos que A es diagonalizable ortogonalmente
si existen una matriz ortogonal U € R™ ™ y una matriz diagonal A € R™ "™ tales
que

A=UAU".

Nota Bene. Nétese que si A € R"*" es diagonalizable ortogonalmente, entonces
A es simétrica. Por otra parte, si A es simétrica, el argumento expuesto mas arriba
implica que A es diagonalizable ortogonalmente.

Corolario 2.4. A € R"*"™ es simétrica si solo si A es diagonalizable ortogonal-
mente.



2.2. Descomposicién espectral.

Sea A € R"*™ una matriz simétrica con espectro o(A) = {\; : j € I;}. Como A
es diagonalizable ortogonalmente, existen U € R™*™ ortogonal y A € R™*" tales
que A = UAUT. La matriz U se puede organizar en k bloques U; € R7*H(N5),
j € I, de manera tal que las columnas de U; constituyan una base ortonormal del
autoespacio nul(A — A;I). Tenemos asi que

Ml ol gli
A=[h Uy - U] s ’
Neluono ] LU
t
= MUL MUy -+ AUR] Uj" = MULUT + MUUL + -+ MUGUT.
vl

Nétese que, para cada j € Iy, la matriz P; = U; UjT € R™*™ es la matriz con respecto
a la base canodnica de la proyeccion ortogonal sobre el autoespacio correspondiente
al autovalor A;.

Teorema 2.5 (Descomposicién espectral). Si A € R™*™ es una matriz simétrica
con espectro o(A) = {\; : j € I}, entonces

k
(5) A=Y NP,
j=1

donde P; es la matriz de la proyeccion ortogonal sobre el autoespacio correspon-
diente al autovalor A;.

Comentarios. La descomposicion espectral de A es la expresion resumida de todas
las propiedades geométricas de la matriz A:

1. Para cada A* € o(A) vale que
nul(A — \*I)*+ = @ nul(A — AI).
AET(A):A#AN™

Esto significa que dado un autovalor de A sus autovectores son ortogonales

a todos los autovectores que corresponden a los otros autovalores de A.
2. R™ se descompone en la suma directa de todos los autoespacios de A,

R"= P nul(4A- ).
AET(A)

Esto significa que todo vector « € R™ se descompone de manera tnica en la

forma
€r = § T,

Aeo(A)

donde, para cada A € o(A), zx € nul(A — AI). De hecho, x es la proyeccién
ortogonal del vector x sobre el autoespacio correspondiente al autovalor .
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3. Si x) designa la componente de x correspondiente al autovalor A, entonces
Al‘)\ = )\m)\.

Geométricamente, esto significa que la accién de A sobre R™ consiste en
lo siguiente: dilata las componentes del vector x que corresponden a los
autovalores de médulo mayor o igual que 1, contrae las componentes de x
que corresponden a los autovalores de médulo menor que 1. En el caso que
se trate de autovalores negativos, esos cambios de escala estdn acompanados
de un cambio en el sentido de la respectiva componente.

3. ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION (METODO VARIACIONAL)
En esta seccién se presentan los pasos principales de la demostracién del Teorema
2.2.
Paso 1. Sea S,,_1 la esfera unitaria de R™
Sp—1={x eR": |z|| =1}.
Consideramos la funcién ® : R™ — R definida por
®(z) = (Az,x) = 2T Ax.

Observamos que ® es continua en R™ y que S,,_1 es un conjunto compacto de R™.
En consecuencia ® alcanza un maximo absoluto en algin u; € S,,_1.

Consideramos ahora un vector x € R™ arbitrario pero fijo. La funcién ¢, :
(—=1,1) — R definida por

ealt) = (

es derivable y alcanza un maximo en ¢ = 0. Por lo tanto,

d
%‘px (t)

up + tx )
Jur + tz|

=0.
t=0

Hacemos esa cuenta. Para eso observamos que

t t
@z(t)<A<u1+x>’U1+x>
lur +tx| )7 lur + tz|]
(Auy + tAx,uy + tx)
w1+t

(Aup,ur) +t (Auy, z) + t (Az,up) + ¢ (Az, x)
T+ 2 (ur.2) + 2l

Utilizando las reglas de derivacién obtenemos que

d A
g%( )= m,

donde
Ft) =((Aur, @) + (Az, ur) + 2t (A, 7)) us + ta]?
— (2{u1, ) + 2t||z||) (Auq + tAz,ug + tx) .
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En consecuencia,

d

%sz (t) f(O)

= 1= (Auy, z) + (Az,ur) — 2 (ug, x) (Aug,uq) .
A (Y
Ahora recordamos que A es simétrica, y por ese motivo vale que

(Auq, x) = (uy, Ax)

= <AL, U1>
Tenemos entonces que
d
d—gom(t) =0 <= (Auy,x) — (Aug,u1) {ug,z) = 0.
t t=0

Escribiendo Ay := (Auq,uq) tenemos que
0= (Auy,x) — A1 (u1,2) = (Aug — \ug, ).

Como z es arbitrario, se deduce que Au; — Aup = 0, y de alli que Au; = Muy
donde u; # 0 porque |juq|| = 1. Esto significa que A; es un autovalor de A y que uq
es un autovector asociado a Aj.

Paso 2. Ahora observamos que las matices simétricas gozan de la siguiente propie-
dad.

Lema 3.1. Sea A € R™™"™ una matriz simétrica. Si S es un subespacio invariante
por A, en el sentido de que {Ax : x € S} C'S, entonces St también es invariante
por A.

Demostracion. Consideramos x € S e y € S+ y hacemos una cuenta
(Ay,z) = <y,ATx> = (y,Axz) =0
porque Az € S. O
Paso 3. Reiteramos el argumento del Paso 1 restringiendo la funcién @ al conjunto
{zeS,1:zeui}.
Etcétera ... g



