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FEl inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.
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1. PROPIEDADES DE LAS MATRICES SIMETRICAS

1.1. Subespacios fundamentales.

Lema 1.1. Si A € R "™ es una matriz simétrica, el subespacio nulo de A es
ortogonal al subespacio columna de A. En otras palabras,

nul(A) L col(A).
Demostracion. Inmediata: nul(A) L col(AT) = col(A). O

1.2. Espectro.
Lema 1.2. Todas las raices del polinomio caracteristico de una matriz simétrica
A € R™ ™ son numeros reales.
Demostracion. Si A € oc(A) y z € nul(A — AI) \ {0}, entonces
Mzl? = Mz, 2) = (A2, 2) = (A2, 2) = (2, A*2)
= (2, A2) = (z,\2) = X (z,2) = \||z||~.

Como ||2]|? # 0, resulta que A = . Por lo tanto, A € R. O

1.3. Autoespacios.

Lema 1.3. 57 A € R"™" es una matriz simétrica, autovectores correspondientes a
distintos autovalores son ortogonales entre si. En otras palabras,

nul(A — N I) Lnul(A—N1) para \; # ;.

Demostracion. Sean x € nul(A — \;I) e y € nul(A — \;I), vale que
Xi{z,y) = Niw,y) = (Aw,y) = (z, Ay) = (2, Ajy) = Aj (2,9) -

Como \; # Aj, resulta que (z,y) = 0. Por lo tanto, z L y. O

1.4. Teorema espectral.

Teorema 1.4. Una matriz A € R™™ con espectro o(A) = { 1, Aa,..., Am} es
simétrica si y sélo si existen matrices { Py, P, ..., Py} tales que

(1) A=MPr+ 2P+ + A P,
donde las P; tienen las siguientes propiedades

a) P; es la proyeccion ortogonal sobre nul(A — \;1).
b) PiP; =0 para i # j.
c) A+ Py+---+ Py, =1



Nota Bene. Nétese que si {uq,...,u,} es un sistema ortonormal de vectores de
R*y U, = [ul ur] € R™ " entonces
P=UUF
es la matriz de la proyeccién ortogonal sobre el subespacio gen{ui,...,u,}. En
efecto,
I T T
T T T
Pr=UU x= Zujuj x = Z (u) ) uj = Z (@, u;) u;.
j=1 j=1 j=1

1.5. Courant-Fisher.

Como los autovalores de una matriz simétrica A € R™*™ son nimeros reales, se
los puede organizar en forma decreciente: Ay > Ay > --- > \,. Ademas, existe una
matriz ortogonal U € R™ " tal que UT AU = A = diag(A1, A2, ..., ), 0, 1o que es
lo mismo A = UAUT. Definiendo y = UTz podemos escribir

n
(2) 2T Az = 2TUANUT 2 = yT Ay = Z /\jy?-.
j=1

Como ||y|| = ||UTz|| = ||=||, las relaciones
n n
D oNur <Dy =Myl
=1 =1

n
Z)\jy? = A1 para y = e,
j=1

junto a las identidades (2), implican que

A1 = méx zT Az.
l|lzll=1

Del mismo modo, las relaciones
n n
Z)‘jy? 2 An Zy? = Aallyll?,
j=1 j=1

n
Z )\jy?- = A\, Para y = ey,
j=1

implican que

An = min z7 Az.
llzll=1

Con un poco mas de trabajo se puede demostrar el siguiente resultado

Teorema 1.5 (Courant-Fischer). Los autovalores Ay > Ao > -+ > X, de una
matriz simétrica A € R"*"™ son

\; = min max z! Az
dim(S)=n—i+1 z€S:||z||=1



Demostracion. Usando una diagonalizacién ortogonal de A el problema se reduce
a demostrar que

A = min max y’ A
dim(S)=n—i+1 y€S:||y||=1

Sea T = gen{es,...,e;} # {0}. Si S tiene dimensién n+i—1, entonces SNT # {0}.
Si se supone lo contrario se obtiene una contradiccién. Consideramos

Ys={yeS: |yl =1}
Como SNT # {0}, ¥s N'T # ). Para cada y € s N T vale que

i i
y Ay = ZAijQ- > A Z'yjz =\
j=1 j=1

Como s N'T C Xg, tenemos

T [ T
méxy’ Ay > mix Ay =\
yeEgy Yy =z yezsmry Yy i

y en consecuencia,

min maxyl Ay > ;.
dim(S)=n—i+1y€3s

SiS* = {61,...761‘,1}

n n
y" Ay = Z )\jyjz' <A Zyjz = \; para todo y € Xg-.

=1 j=i
En consecuencia,

min méxy¥ Ay < méx y¥ Ay < \;,
dim(S)=n—i+1y€3s yEDgx

y por lo tanto,

A\ = min mix y' Ay.
dim(S)=n—i+1 y€s:||y|=1

2. PARA UN ESTUDIO DE AT A

Nota Bene. Nétese que si A € R™*" entonces ATA € R" ™ es una matriz
simétrica.
2.1. Subespacios fundamentales.
Lema 2.1. Sea A € R™*". Vale que
nul(AT A) = nul(A)
col(AT A) = col(AT)

Demostracion. Ejercicio. [



2.2. Espectro.
Lema 2.2. Sea A € R™ ™. Vale que o (ATA) C RT.

Demostracion. Si A € o (ATA) y z € nul(ATA — \I) \ {0}, entonces
AMz|> = Mz, z) = Az, z) = (AT Az, z) = (Az, Az) = || Az
Como ||z|* > 0y ||Az||? > 0, resulta que A > 0. Por lo tanto, o (ATA) c RT. O

2.3. Diagonalizacién ortogonal.

Sea A € R™*"™ una matriz de rango r. Como rango(AT) = rango(A) y col(AT A) =
col(AT) tenemos que rango(A” A) = r. Ordenando los autovalores no nulos de A7 A
de manera decreciente podemos escribir Ay > Ao > --- > A, > 0. Como AT A es
simétrica, existe una matriz ortogonal V' € R™*" tal que

ATA=VvAVT,
donde A = diag(A1, A, ..., A, 0,...,0).
Nota Bene. Nétese que si V = [v1 -+ vy, entonces

ATA’UZ' = )\ﬂ)i.

2.4. Estructura geométrica de A.

Lema 2.3. Sea A € R™*™ una matriz de rango r. Si {v1,va,...,v,} es una base
ortonormal de col(AT) compuesta por autovectores de AT A correspondientes a los
autovalores A\ > Ao > --- > A\ > 0, entonces los vectores de R™ definidos por

1
3 R =
3) ui =

constituyen una base ortonormal del espacio columna de A y ademds vale que
(4) A’Ui =V )\/dz

Demostracion. Una cuenta:

Av;, i €1,

AUi, A’Uj> = ATA’U]'>

{us '>_#< #<
'U,’Lauj 7@@ \/)\»1\/2 Ul)
= ! ; 41)-—@”,”'7
= T e = e (i) = 0.

Nota Bene. Nétese que las igualdades (4) significan que

VA1
V2

Definiendo
s 0;:=+/)\; para cada i € [,



o1
o2
[ ] ZT‘ = 5
oy

n V.= [vl Vg - v,«],

] Ur = [ul Uy -+ ur]’
tenemos que
(6) AV, = U,%,.
Podemos completar la base ortonormal de col(AT), {vy,...,v,.}, a una base orto-
normal de R™, {v1,..., 00, Upp1,...,05} ¥y la base ortonormal de col(A), a una base
ortonormal de R™, {uy,...,Up, Ups1,.- ., Un}. Definiendo

Vier = [UT+1 T Un] y Un—r = [ur-i—l to um] )

tenemos que

(7) A [‘/T Vn—r] = [A‘/r AV’I’L—T:I = [UTET 0] = [UT Um—r] |:§E)T 8:| )

VGRHXW UERMXM
EERWXW,

Teorema 2.4 (Descomposicién en valores singulares). Sea A € R™*™ una matriz
de rango r. Ezxiste una factorizacion de la forma

A=UxVT,
donde U € R™*™ 4y V € R™ "™ son matrices ortogonales y ¥ € R™*™ es una matriz
de la forma
>, 0
== {5 1]

con 3, = diag(oy,09,...,0,) € R™*" donde 01 > 09> -+ > 0, > 0.



