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1. Propiedades de las matrices simétricas

1.1. Subespacios fundamentales.

Lema 1.1. Si A ∈ Rn×n es una matriz simétrica, el subespacio nulo de A es
ortogonal al subespacio columna de A. En otras palabras,

nul(A) ⊥ col(A).

Demostración. Inmediata: nul(A) ⊥ col(AT ) = col(A). �

1.2. Espectro.

Lema 1.2. Todas las ráıces del polinomio caracteŕıstico de una matriz simétrica
A ∈ Rn×n son números reales.

Demostración. Si λ ∈ σC(A) y z ∈ nul(A− λI) \ {0}, entonces

λ‖z‖2 = λ 〈z, z〉 = 〈λz, z〉 = 〈Az, z〉 = 〈z,A∗z〉
= 〈z,Az〉 = 〈z, λz〉 = λ 〈z, z〉 = λ‖z‖2.

Como ‖z‖2 6= 0, resulta que λ = λ. Por lo tanto, λ ∈ R. �

1.3. Autoespacios.

Lema 1.3. Si A ∈ Rn×n es una matriz simétrica, autovectores correspondientes a
distintos autovalores son ortogonales entre śı. En otras palabras,

nul(A− λiI) ⊥ nul(A− λjI) para λi 6= λj .

Demostración. Sean x ∈ nul(A− λiI) e y ∈ nul(A− λjI), vale que

λi 〈x, y〉 = 〈λix, y〉 = 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 = 〈x, λjy〉 = λj 〈x, y〉 .

Como λi 6= λj , resulta que 〈x, y〉 = 0. Por lo tanto, x ⊥ y. �

1.4. Teorema espectral.

Teorema 1.4. Una matriz A ∈ Rn×n con espectro σ(A) = {λ1, λ2, . . . , λm} es
simétrica si y sólo si existen matrices {P1, P2, . . . , Pm} tales que

A = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λmPm,(1)

donde las Pi tienen las siguientes propiedades

a) Pi es la proyección ortogonal sobre nul(A− λiI).
b) PiPj = 0 para i 6= j.
c) P1 + P2 + · · ·+ Pm = I.
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Nota Bene. Nótese que si {u1, . . . , ur} es un sistema ortonormal de vectores de
Rn y Ur =

[
u1 · · · ur

]
∈ Rn×r, entonces

P = UrU
T
r

es la matriz de la proyección ortogonal sobre el subespacio gen{u1, . . . , ur}. En
efecto,

Px = UrU
T
r x =

 r∑
j=1

uju
T
j

x =

r∑
j=1

(
uTj x

)
uj =

r∑
j=1

〈x, uj〉uj .

1.5. Courant-Fisher.

Como los autovalores de una matriz simétrica A ∈ Rn×n son números reales, se
los puede organizar en forma decreciente: λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. Además, existe una
matriz ortogonal U ∈ Rn×n tal que UTAU = Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), o, lo que es
lo mismo A = UΛUT . Definiendo y = UTx podemos escribir

xTAx = xTUΛUTx = yT Λy =

n∑
j=1

λjy
2
j .(2)

Como ‖y‖ = ‖UTx‖ = ‖x‖, las relaciones

n∑
j=1

λjy
2
j ≤ λ1

n∑
j=1

y2
j = λ1‖y‖2,

n∑
j=1

λjy
2
j = λ1 para y = e1,

junto a las identidades (2), implican que

λ1 = máx
‖x‖=1

xTAx.

Del mismo modo, las relaciones

n∑
j=1

λjy
2
j ≥ λn

n∑
j=1

y2
j = λn‖y‖2,

n∑
j=1

λjy
2
j = λn para y = en,

implican que

λn = mı́n
‖x‖=1

xTAx.

Con un poco más de trabajo se puede demostrar el siguiente resultado

Teorema 1.5 (Courant-Fischer). Los autovalores λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn de una
matriz simétrica A ∈ Rn×n son

λi = mı́n
dim(S)=n−i+1

máx
x∈S:‖x‖=1

xTAx
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Demostración. Usando una diagonalización ortogonal de A el problema se reduce
a demostrar que

λi = mı́n
dim(S)=n−i+1

máx
y∈S:‖y‖=1

yT Λy

Sea T = gen{e1, . . . , ei} 6= {0}. Si S tiene dimensión n+ i−1, entonces S∩T 6= {0}.
Si se supone lo contrario se obtiene una contradicción. Consideramos

ΣS = {y ∈ S : ‖y‖ = 1}.

Como S ∩ T 6= {0}, ΣS ∩ T 6= ∅. Para cada y ∈ ΣS ∩ T vale que

yT Λy =

i∑
j=1

λjy
2
j ≥ λi

i∑
j=1

y2
j = λi

Como ΣS ∩ T ⊆ ΣS, tenemos

máx
y∈ΣS

yT Λy ≥ máx
y∈ΣS∩T

yT Λy = λi,

y en consecuencia,

mı́n
dim(S)=n−i+1

máx
y∈ΣS

yT Λy ≥ λi.

Si S∗ = {e1, . . . , ei−1}

yT Λy =

n∑
j=1

λjy
2
j ≤ λi

n∑
j=i

y2
j = λi para todo y ∈ ΣS∗ .

En consecuencia,

mı́n
dim(S)=n−i+1

máx
y∈ΣS

yY Λy ≤ máx
y∈ΣS∗

yY Λy ≤ λi,

y por lo tanto,

λi = mı́n
dim(S)=n−i+1

máx
y∈S:‖y‖=1

yT Λy.

�

2. Para un estudio de ATA

Nota Bene. Nótese que si A ∈ Rm×n, entonces ATA ∈ Rn×n es una matriz
simétrica.

2.1. Subespacios fundamentales.

Lema 2.1. Sea A ∈ Rm×n. Vale que

nul(ATA) = nul(A)

col(ATA) = col(AT )

Demostración. Ejercicio. �
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2.2. Espectro.

Lema 2.2. Sea A ∈ Rm×n. Vale que σ
(
ATA

)
⊂ R+.

Demostración. Si λ ∈ σ
(
ATA

)
y x ∈ nul(ATA− λI) \ {0}, entonces

λ‖x‖2 = λ 〈x, x〉 = 〈λx, x〉 =
〈
ATAx, x

〉
= 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖2.

Como ‖x‖2 > 0 y ‖Ax‖2 ≥ 0, resulta que λ ≥ 0. Por lo tanto, σ
(
ATA

)
⊂ R+. �

2.3. Diagonalización ortogonal.

SeaA ∈ Rm×n una matriz de rango r. Como rango(AT ) = rango(A) y col(ATA) =
col(AT ) tenemos que rango(ATA) = r. Ordenando los autovalores no nulos de ATA
de manera decreciente podemos escribir λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0. Como ATA es
simétrica, existe una matriz ortogonal V ∈ Rn×n tal que

ATA = V ΛV T ,

donde Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λr, 0, . . . , 0).

Nota Bene. Nótese que si V =
[
v1 · · · vn

]
, entonces

ATAvi = λivi.

2.4. Estructura geométrica de A.

Lema 2.3. Sea A ∈ Rm×n una matriz de rango r. Si {v1, v2, . . . , vr} es una base
ortonormal de col(AT ) compuesta por autovectores de ATA correspondientes a los
autovalores λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0, entonces los vectores de Rm definidos por

ui :=
1√
λi
Avi, i ∈ Ir,(3)

constituyen una base ortonormal del espacio columna de A y además vale que

Avi =
√
λiui.(4)

Demostración. Una cuenta:

〈ui, uj〉 =
1√

λi
√
λj
〈Avi, Avj〉 =

1√
λi
√
λj

〈
vi, A

TAvj
〉

=
1√

λi
√
λj
〈vi, λjvj〉 =

√
λj√
λi
〈vi, vj〉 = 0.

�

Nota Bene. Nótese que las igualdades (4) significan que

A
[
v1 v2 . . . vr

]
=
[
u1 u2 . . . ur

]

√
λ1 √

λ2

. . . √
λr

 .(5)

Definiendo

σi :=
√
λi para cada i ∈ Ir,
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Σr :=


σ1

σ2

. . .

σr

,

Vr :=
[
v1 v2 · · · vr

]
,

Ur :=
[
u1 u2 · · · ur

]
,

tenemos que

AVr = UrΣr.(6)

Podemos completar la base ortonormal de col(AT ), {v1, . . . , vr}, a una base orto-
normal de Rn, {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn} y la base ortonormal de col(A), a una base
ortonormal de Rm, {u1, . . . , ur, ur+1, . . . , um}. Definiendo

Vn−r =
[
vr+1 · · · vn

]
y Um−r =

[
ur+1 · · · um

]
,

tenemos que

A
[
Vr Vn−r

]︸ ︷︷ ︸
V ∈Rn×n

=
[
AVr AVn−r

]
=
[
UrΣr 0

]
=
[
Ur Um−r

]︸ ︷︷ ︸
U∈Rm×m

[
Σr 0
0 0

]
︸ ︷︷ ︸
Σ∈Rm×n

.(7)

Teorema 2.4 (Descomposición en valores singulares). Sea A ∈ Rm×n una matriz
de rango r. Existe una factorización de la forma

A = UΣV T ,

donde U ∈ Rm×m y V ∈ Rn×n son matrices ortogonales y Σ ∈ Rm×n es una matriz
de la forma

Σ =

[
Σr 0
0 0

]
,

con Σr = diag(σ1, σ2, . . . , σr) ∈ Rr×r, donde σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0.


