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FEl inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
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1. DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES

1.1. Matrices diagonales.

Diremos que una matriz D € R™*" es diagonal si D;; = 0 para todo ¢ # j. Si
D € R™*" es diagonal usaremos la notacién

D = diag,,,,(d1,...,d;), donde ¢ =min{m,n}
para indicar que D;; = d; para todo i € {1,...,q}.

1.2. Bases ortonormales y diagonalizacién de matrices.

Una descomposicidn en valores singulares de A € R™*™ (DVS) es una factoriza-
cién de la matriz A en un producto de la forma UXVT, donde

1. U € R™*™ es una matriz ortogonal cuyas primeras r columnas uy, . . . 4, son
una base ortonormal de col(A) y sus restantes m — r columnas w41, ..., Un
son una base ortonormal de nul(A7T).

2. ¥ € R™*™ es una matriz diagonal de la forma diag,,, ., (o1,...,0.,0,...,0),

donde r = rango(A) y o1 > g9 > --- > 0, > 0.

3. V € R™ " es una matriz ortogonal cuyas primeras r columnas vy, ... v, son
una base ortonormal de col(AT) y sus restantes n —r columnas v,41,...,0,
son una base ortonormal de nul(A4).

Nomenclatura. Los coeficientes 01,09, ..., 0, se denominan valores singulares de
A. Las columnas de U, wvectores singulares izquierdos de A y las columnas de V'
vectores singulares derechos de A.
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Ficura 1. DVS: bases ortonormales que diagonalizan A. Notese
que si x = Y7, &y, entonces Az = 377 0;&;u;. En particular,
Az = 37, 07

J=1735%j"



Nota Bene. Nétese que una descomposicién en valores singulares de A propor-
ciona dos bases ortonormales: una de R™ compuesta por las columnas de V' y otra
de R™ compuesta por las columnas de U. Cuando se las utiliza para representar
los vectores del dominio y la imagen de la transformacién lineal T'(z) = Az, la
naturaleza de la misma se vuelve transparente: simplemente dilata algunas compo-
nentes y contrae otras, de acuerdo con las magnitudes de los valores singulares, y
posiblemente descarta componentes o agrega ceros, segin sea necesario para tener
en cuenta el cambio de dimension.

1.3. Construccién.

Paso 1. La matriz V € R"*™ se obtiene diagonalizando ortogonalmente la matriz
simétrica AT A € R"*™. La base ortonormal de autovectores de AT A que compone
las columnas de V = [111 vy ... vn] se ordena de manera tal que la matriz
diagonal

A2

An

que corresponde a la diagonalizacién ortogonal de AT A,

ATA=VAVT,
tenga los autovalores ordenados de mayor a menor: A\ > Ao > --- > A, > 0. Como
el rango de A es r, tenemos que Ay > XAg > -+ > A >0y Apyy =--- = A, = 0.

En particular, las primeras r columnas de V' constituyen una base ortonormal de
col(AT) y las siguientes n — 7 columnas una base ortonormal de nul(A).

Paso 2. Se calculan los valores singulares de A, 0; = /A;, j € I y se utilizan
para construir las primeras r columnas de la matriz U = [ul Uy v um] de la
siguiente manera

1
Uu; = fA’Uj, _] € ]IT.

o
J

El conjunto {us,usg,...,u,} constituye una base ortonormal de col(A). Los m —r

vectores restantes u,y1, . . ., U, se pueden construir aplicando el algoritmo de Gram-

Schmidt a una base del espacio nul(AT).
Paso 3. La matriz ¥ € R™*"™ se obtiene definiendo

01
02

Er = . ’
Or

y se completa con las matrices nulas que sean necesarias para contemplar las di-
mensiones m X n:

) X Orx(n—r)

- O(m—r)xr 0(m—7’)><(n—r) -



1.4. Proyecciones.

Consideramos una descomposicién en valores singulares A = UXV7T de una
matriz A € R™*™ de rango r. Particionando U y V en la forma

v=1[U. U], V=V, V],

donde
U, = [ul ur] ER™XT, U, = [Ur+1 un] e Rmx(m=r),
Ve=1lvn - o] eR™, v, = [Up41 -+ ] € R™*(n=7)
tenemos
V.Vl = Pegicary, V.V = Poaay,
U Ul = Peoia), UUL = Pyugary.-
Demostracion. Recuérdese que si {wy,ws, ..., wr} C RP es una base ortonormal de
un subespacio S, entonces
wi:z:
k n
Py(z) = Z (z,wj)w; = Z (wJTx) w; = [w w2 - wy Wy T
- - W wl'e
=Wwhz.

1.5. DVS reducida.

Desde un punto de vista puramente algebraico cualquier fila o columna nula de
la matriz 3 es superflua. Las mismas se pueden eliminar expresando el producto de
matrices A = UXV7T mediante matrices en bloque

T T
A=[U, U] FO g] [“;T} = [U,%, 0] E;T =U,%,. VT

Solamente las primeras r columnas de U y de V contribuyen al desarrollo de A:

01 ’U{_ r
1 A=USV =[w - u] =g
o vl i=1
T T

La factorizacién de la matriz A que aparece en (1) se denomina descomposicién en
valores singulares reducida de A.

1.6. Seudoinversa de Moore-Penrose.

Si A =U,%,V,T es una descomposicién en valores singulares reducida de 4, la
matriz

AT =V, 27Ul

se denomina la seudoinversa de Moore-Penrose de A.



Nota Bene. Nétese que valen las siguientes identidades
ATA = PCOI(AT) y AAT = PCOI(A)~

Estas identidades son el motivo por el cual la matriz AT se denomina la seudoinversa
de Moore-Penrose de A. Si rango(A) = n = m, se tiene que A es inversible y en
tal caso AT = A= porque Peorary = Peoi(ay = I. Cuando rango(A) = n, la matriz
AT A es inversible y en tal caso AT = (AT A)~1 AT lo que se comprueba facilmente
y queda como ejercicio para el lector.

2. EL PROBLEMA DE MINIMOS CUADRADOS

Dada una matriz A € R™*™ y un vector b € R™ se trata de hallar todos los
x € R™ que minimizan la distancia p = ||b — Az||.

F1GURA 2. Una solucién de minimos cuadrados de Ax = b es cual-
quier vector z € R"™ que minimiza p?> = ||b — Az|?, se obtienen
resolviendo las ecuaciones normales AT Az = ATb. La solucién de
minimos cuadrados de norma minima Z pertenece al subespacio
col(AT) = nul(A)*, porque [|Z + x> = || + llzal® > [|2]>.

2.1. La solucion de norma minima.

Sabemos que existe un tnico vector # € col(A”) que minimiza p y que todos los
demads se obtienen suméndole a & los vectores del espacio nul(A). En lo que sigue
usaremos una DVS de A para determinar ese vector Z.

Cambio de variables. Si rango(A) =ry A = UXV7' es una DVS de A podemos
escribir

(2) b—Az=b-USVTz =UUT—2VTz) =UUTH - X¢),
donde ¢ = V7T,



Notese que si V = [vl vn], entonces ¢ es el vector de coordenadas de x
respecto de la base ortonormal de R™, By = {v1,...,v,}, formada por las columnas
de V. En efecto,

x = Z (x,v5)v; = Z(v;‘-r:v)vj =VVvTa.
j=1 j=1

SiU = [ul um] y &= [51 . ..En]T, el vector UTb — ¢ tiene la forma
(3) Ub—%¢=[ufb—01&s -+ wlb—0.& ulib - ulb].

Como U € R™*™ es una matriz ortogonal su accién sobre R™ es una isometria, lo
que, junto a las identidades (2) y (3), nos permite calcular el error cuadratico

T 9 m
(4) PP =llUTD=S¢P =D (ufb—058)" + Y (ufb)>
=1 j=r+1

Lo tnico que es variable en la expresién del lado derecho de (4) es la suma

T

> (b - o)’

j=1
que depende de los valores de las primeras r coordenadas de x con respecto a la
base By : &1, ...,&-. Como esa suma es una suma de cuadrados su minimo valor se
obtiene cuando, y solo cuando, todos los cuadrados valen 0. Eso significa que las
coordenadas &1, ..., &, son las soluciones de las ecuaciones

ujb—o0;8 =0, jel,
y por lo tanto,

Obtenemos asi que los € R™ que minimizan el error p = ||b— Az|| son de la forma

r

uTb n
T = Z %U‘j + Z &5vi,

j=1 j=r+1
donde &,41,...,&, € R. Esto, junto con el Teorema de Pitagoras, permite concluir
que entre todos esos x el que tiene la norma minima es
" uTh
. J
T = i
,Z gj K
j=1
Teorema 2.1. Sean A € R™*" y b€ R™. Sirango(A) =r y A =UXVT es una
DVS de A, con U = [u1 um] yV = [111 vn], entonces el vector
" ulb
5 P = I 7.
(5) z Z 7; Uj
j=1

minimiza el error cuadrdtico ||b — Az||? y es el de norma minima entre todos los
vectores minimizadores del mencionado error. Ademds,

m

. - 2 _|p_ A2 — T1y\2
min [|p - Aa* = b — A ];H(“’b)'



2.2. Relacién con la seudoinversa de Moore-Penrose.

Nota Bene. Nétese que, de acuerdo con el Teorema 2.1, la solucién por minimos
cuadrados de Az = b de longitud minima es & = A'b. Esto es asf porque

" uTh
=S v, =V U
€ ; Uj U] 7 r

En particular, la unicidad de Z implica que la seudoinversa de Moore-Penrose no
depende de la descomposicién en valores singulares reducida de A que se utilice
para construirla.

3. DEFORMACION DE LA ESFERA UNITARIA

3.1. Longitudes maximas y minimas.

FiGURA 3. Esqueleto de la deformacién de la esfera unitaria de
R™ bajo la accién de A: ||Av;|| = o; para todo j € I, y ||Av;]| =0
para todo j > r.

Teorema 3.1. Sea A = U, %, V,T una descomposicién en valores singulares reducida

de A, donde V,. = [vl ’UT}, Y. =(o1,...,0.). Vale que

1. Longitud méaxima.

k k
méx [|[Az|| =01 y argmax ||Az||=<x e R": 2= ijvj, ng =1,

llll=1 llz]|=1 = =

donde k =méx{j €l :0; =01}.
2. Longitud minima.



a) Sir <n, entonces

n n
i [42] = 0 y argunin e = d s € R o= Y Gy 3o €1,
l=l= llzll= j=r+1 j=r+1

donde {vy41,...,v,} es una base ortonormal de nul(A).
b) Sir=n, entonces

n n
min || Azl = o, y argmin [ Az| =z e R o= Y gu;, S =14,
(|| X -

ll=ll= z||=1

donde k=min{j €l, :0; =0,}.

Demostracion. Descomponer x € R™ en la forma x = 2?21 &jv; y observar que
| Az* = 20252 <oj ZEQ < ol

Notar que si 7 = n, vale que

n

[ Az|* = 20252 on Y & =anlal®.

Lo demas se cae de maduro. O

3.2. Imagen de la esfera unitaria.

Una manera de analizar como se deforma el espacio R™ bajo la accién de la
matriz A es considerar su accién sobre la esfera unitaria de R"”,

Sp—1={x eR": |z =1}.

Un elemento arbitrario = € S, 1 se puede representar en la forma

n n
x:ZEjvj con ng:
j=1 j=1

En tal caso, la imagen de x por A es

i T
Ar =" o3& =Y njuy,
j=1 j=1

donde n; = 0;§; para cada j € I,. Como "J = ¢, tenemos que

T

2 n
Z%*Zf?st?:
j=1 7 j=1 j=1

Si A es de rango completo, i.e., r = n, la desigualdad es una igualdad estricta. De
lo contrario, faltan algunos &; en la suma de la derecha, y la suma >_._, §J2 puede
ser cualquier valor del intervalo [0,1]. Esto muestra que A transforma la esfera
unitaria de R™ en un elipsoide de dimensién r con semiejes en las direcciones u;
y de longitudes ¢;. Cuando r = n, la imagen es la superficie del elipsoide, de lo
contrario es el elipsoide sélido.



Teorema 3.2. Sea A € R™*™ una matriz de rango r, y sea A = ULVT una
descomposicion en valores singulares de A. Vale que

1. Sir =n, entonces

bm‘bm
I
—_

{Az:z €S, 1} = yERmiy:an“jv con Z

Jj=1

2. Sir <n tenemos que

QN‘“N}

{Ax:xGSn_l}: yERm5y:Z7’jujaZ

j=1

Nota Bene. Notese que, de acuerdo con lo anterior, el efecto de la accién de A sobre
la esfera unitaria de R™ se puede interpretar de la siguiente manera: primero colapsa
n — r dimensiones de R", luego distorsiona las dimensiones restantes, estirando y
comprimiendo la esfera unitaria de dimensién r en un elipsoide, finalmente incrusta
el elipsoide en R™.



