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FEl inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.
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1. FORMAS CUADRATICAS

1.1. Presentacién.

Nomenclatura. En todo lo que sigue Sim,, (R) es el conjunto de todas las matrices
simétricas de R™*". Decir que A € Sim,, (R) significa que A € R"*" y que AT = A.

Definiciéon 1.1. Una forma cuadrética en R™ es una funcion @ : R — R que
admite la siguiente representacion

(1) Q(z) = 2T Az,
con A € Sim, (R).

Nota Bene. Nétese que si A € Sim,(R), entonces

aii o Q1n Z1
zT Az = [1’1 :177,]
A1n e Apn T
(2) = E a“m + E 20,5115
1<i<j<n

Procedimiento. Si una forma cuadratica de R™ se presenta en la forma
(3) g cirs + g CijTi%j
1<i<j<n

y se desea representarla en la forma Q(x) = 27 Az, con A € Sim,(R), se puede
proceder de la siguiente forma. Se definen

= a;; := ¢; = el coeficiente de x?, para todo i € {1,...n}
= a; = écw la mitad del coeﬁ01ente del término Cruzado TiTj,

y se recurre a la simetria de A para completar los coeficientes restantes. Con esas
definiciones la expresién dada en (3) adopta la forma

(4) Za”x + Z 2amo:lzj—:c Az

1<i<j<n
con A = (a;;) € Sim, (R).
Catecismo matematico.
Prequnta: ;Qué es la matriz de una forma cuadratica?
Respuesta: La matriz de una forma cuadratica @ : R™ — R es la Unica matriz
simétrica A € R"*" tal que Q(x) = ¥ Ax para todo = € R".
1.2. Conjuntos de nivel.

Dado ¢ € R el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién Q(z) = c se
denomina el conjunto de nivel ¢ de @ y lo denotaremos mediante

N(Q) :={z e R": Q(x) = c}.



1.3. Diagonalizacién: ejes principales.

Cambios de variables. Sea M € R™*"™ una matriz inversible. Nétese que si se
realiza el cambio de variables x = My la expresién de la forma cuadrética Q(z) =
2T Az, en las nuevas variables y, adopta la forma

Qy) = Q(My) = y"MT AMy.

El siguiente Teorema muestra que la naturaleza de una forma cuadratica Q(z) =
2T Az, con A € Sim,,(R), est4 determinada por los autovalores de la matriz A.

Teorema 1.2 (Teorema de los ejes principales). Sea A € Sim,(R). Erxiste un
cambio de variables ortogonal x = Py que transforma la forma cuadrdtica Q(x) =
2T Az en una forma cuadrdtica de la forma Q(y) = y* Ay sin términos cruzados.

Demostracion. El teorema espectral para matrices simétricas garantiza la existencia
de una matriz ortogonal P y una matriz diagonal A = diag(Ai,...,\,) tales que
A = PAPT. Efectuando el cambio de variables = Py se obtiene que

2T Az = yT PT APy = yT Ay.

En este nuevo sistema de coordenadas la forma cuadratica considerada adopta la
forma

n
(5) Qly) =y Ay =>_ N2,
i=1
que, como se puede observar a simple vista, no tiene términos cruzados. ([l
Nota Bene. Ndétese que si P = [u1 e un] ey € R™, la expresion (5) se puede

escribir en la forma
(6) Q(Py)=Q Zyjuj = ZAjyjzw
j=1 j=1

Nomenclatura. Las columnas de la matriz P que aparece en el teorema anterior
se denominan ejes principales de la forma cuadratica Q.

Nota Bene. Notese que el efecto de la diagonalizacién ortogonal de la matriz A es
producir una rotacién del sistema de coordenadas candnico para que, en el nuevo
sistema de coordenadas, el grifico del conjunto de nivel 7 Az = ¢ se vuelva evi-
dente. Por ejemplo, si todos los autovalores de A € R3*3 son positivos, la expresion
(5) deja claro que el grafico de la superficie de nivel 27 Az = ¢, para ¢ > 0, es un
elipsoide centrado en el origen.

1.4. Formas candnicas.

Formas candnicas. Existe una matriz inversible M € R™*" tal que el cambio de
variables x = My permite expresar a Q en la forma

I, 0 0

(7) Qly)=y" |0 —I, 0]y,
0 0 o,



donde p, q y r son, respectivamente, las cantidades de autovalores positivos, nega-
tivos y nulos de A, (contados con sus multiplicidades). La representacién de @ en
la forma (7) se denomina la forma candnica de Q.

Demostracion. Como A € Sim,(R), existe una diagonalizaciéon A = PAPT con
P e R™™ ortogonal y A = diag(A1,..., ) € R"™", donde Ay > --- > A\, > 0,

Apt1 - < Apig <0, ¥ Apigy1 = - = A = 0. Definiendo D € R"*"™ mediante
D = diag(\/ )\1,. ey \/)\p7 A/ —)\p+1, ey —)\p+q,17. . .,1)7
resulta que M = PD~! satisface lo pedido. O

1.5. Catalogo de superficies de nivel.

Se trata de un breve recordatorio de objetos geométricos que presuponemos
conocidos.

1. Sea Q(z) la forma cuadrética en R? definida por
Q(x) == 2% + 23 + 23
Sus conjuntos de nivel son

Esfera centrada en el origen de radio /¢ sic¢ > 0,
Ne(@Q) =4 {Ogs} sic=0,
0 sic<O.

2. Sea Q(z) la forma cuadrética en R3 definida por
Q(x) := 21 + 23 — 25,
Sus conjuntos de nivel son

Hiperboloide de una hoja sic>0,
N.(Q) =< Cono sic=0,
Hiperboloide de dos hojas  sic < 0.

Se trata de tres superficies de revolucion alrededor del eje x3: la primera y la
tercera se obtienen rotando la hipérbola 7 — 2% = ¢, y la segunda rotando
la recta x1 = x3.

3. Sea Q(x) la forma cuadrética en R3 definida por

Q(x) := 23 + 3.

Sus conjuntos de nivel son

Cilindro circular sic>0,
N(Q) =< Rectazy =22=0 sic=0,
0 sic<O0.

4. Sea Q(z) la forma cuadrética en R3 definida por
Q(z) =i — 23
Sus conjuntos de nivel son

NA(Q) = Cilindro hiperbdlico sic# 0,
¢ " | Par de planos que se cortan  sic=0.



5. Sea Q() la forma cuadratica en R3 definida por

Q(z) := a7,
Sus conjuntos de nivel son
Par de planos paralelos sic>0,
Ne(Q) = ¢ Par de planos coincidentes  si ¢ =0,
0 sic<0.

1.6. Clasificacion.

Sea Q(z) = 2T Az una forma cuadrética con matriz A € Sim, (R). Se dice que
Q@ (o que su matriz simétrica A) es

(a) definida positiva si Q(z) > 0 para todo x € R™ \ {0},

(b) semidefinida positiva si Q(x) > 0 para todo = € R™ y existe x¢ # 0 tal que
Q(z0) = 0.

(c) definida negativa si Q(x) < 0 para todo € R™\ {0},

(d) semidefinida negativa si Q(x) < 0 para todo z € R" y existe z¢ # 0 tal que
Q(LIJ()) =0.

(d) indefinida si Q(x1) > 0 para algin x; € R™ y Q(x3) < 0 para algin z5 € R™.

Proposicién 1.3. Sea Q(x) = 27 Az una forma cuadrdtica con matriz A € Sim,, (R).
Entonces

) Q es definida positiva si y solamente si o(A) C (0, +00).

) Q es semidefinida positiva si y solamente si o(A) C [0,400) y 0 € o(A).
) Q es definida negativa si y solamente si 0(A) C (—00,0).
) C
) @

(

d) Q es semidefinida negativa si y solamente si o(A)

(e

(a
(b
c
( +00,0] y 0 € o(A).
es indefinida si y solamente si o(A) N (—00,0) # 0 y o(A4) N (0,00) # 0.

Demostracion. Se realiza utilizando el teorema de los ejes principales y las defini-
ciones cada una de las propiedades de @ enunciadas en la proposicién. O

Nota Bene. Nétese que por definicion, vale que

1. si @ es una forma cuadratica definida positiva, entonces 0 es el tinico punto
de R™ en el que se realiza el minimo global de Q(z);

2. si @ es una forma cuadratica definida negativa, entonces 0 es el tnico punto
de R™ en el que se realiza el méximo global de Q(x).

Comentario. Este tipo de resultados forman la base sobre la que se construyen los
criterios de clasificacién de los puntos criticos de un campo escalar f : R® — R de
clase C? que se estudian en Analisis Matemético II. Allf se muestra que si g € R”
es un punto critico de f, en el sentido de que V f(zg) = 0, usando el desarrollo de
Taylor de f centrado en zq, resulta que

Pl +h) = (o) + h"Hs (o) + of 1)),

2
donde Hj(zo) = (%6’);]_(350)) es la matriz Hessiana de f evaluada en zg, esa

expresién permite deducir que, por ejemplo, zy es un minimo local cuando la forma
cuadratica Q(h) = hTH ¢(z¢)h es definida positiva.



1.7. Imagen de los autoespacios.

Consideramos una forma cuadrética de R™ definida por Q(z) = 2T Az, con A €
Sim,, (R). Queremos saber cémo actia @ sobre los autoespacios de A

Sa=nul(A—-X), Xeo(4).

Si u(A) = dim(Sy) es la multiplicidad de A, consideramos una diagonalizacién
ortogonal de A de la forma A = PAPT, con
P = [ul un] eR™™ y A =diag(A1,..., ),

donde los primeros p(\) elementos de la diagonal coinciden con A y las primeras
1(A) columnas de P son una base ortonormal de Sy.

BN
Decir que x € Sy y escribir que = Py significa que = ) y;u;, y entonces
j=1

H(N) H(N)

Q@) = Q(Py) = D M3 =A> i = Allyll* = All=|*.
i=1 j=1

Esto es asi porque ||y|| = ||Py|| = ||z|| y adem&s y; = 0 para todo j > p(X\).

Lema 1.4. Sea Q(z) = 2T Az, con A € Sim,,(R), una forma cuadrdtica en R™. Sea
o(A) el espectro de A y para cada A € o(A) sea Sy = nul(A — A\I) el autoespacio
correspondiente al autovalor \ de A. Vale que

Q(x) = M|=||* para todo x € S,.

El resultado anterior nos permite caracterizar geométricamente la accién de @
sobre R™. Como

R" = @ Sx, con Sy L Sy para cada X # N,
A€o (A)

todo = € R™ se descompone univocamente en la forma

T = Z xy, con xy €Sy, paracada A € o(A)

A€o (A)
Utilizando (6) tenemos que
(8) Q@)= Y A=l
Xeo(A)

En palabras, la imagen de x por Q se obtiene superponiendo los cuadrados de las
longitudes de las componentes de x sobre cada uno de los autoespacios de la matriz
de @, cada uno multiplicado por su respectivo autovalor.

1.8. Distancias al origen.

El resultado anterior permite analizar la distancia al origen de los puntos del
conjunto de nivel M.(Q). En primer lugar,

Q(z) = \p||z||? para todo x € nul(A — A, 1),
Q(z) = )\M||;1c||2 para todo x € nul(A — Ay 1),



donde A\, = mino(A) y Ay = méxo(A). Si xzy # 0 para algin A ¢ {\,, A}, la
mutua ortogonalidad de los autoespecios de A y el Teorema de Pitdgoras permiten
deducir que

Anllz|? < Q(x) < Apl|z||? para todo o ¢ nul(A — A\, T) Unul(A — Ay T).

Forma definida positiva. En lo que sigue examinaremos el caso en que la forma
cuadratica es definida positiva. Los otros casos se analizan de la misma manera y
quedan a cargo del lector.

Decir que Q(z) = 27 Az es definida positiva significa que Q(z) > 0 para todo
x € R™\ {0}, esto equivale a decir que todos los autovalores de A son positivos.
Esto tiene las siguientes consecuencias, por un lado los conjuntos de nivel AV,(Q) se
comportan de la siguiente manera

Elipsoide centrado en el origen si ¢ > 0,

Ne(Q) =< {Orn} sic=0,

0 si ¢ < 0.
Por otro lado, 0 < A, < Aps. Los casos no triviales se producen cuando ¢ > 0. En
el caso en que \,;, = Ay, el elipsoide resultante coincide con la esfera centrada en el

origen cuyo radio es \//\zm y todos sus puntos estdn a la misma distancia del origen.
Queda por analizar qué pasa cuando ¢ > 0y A, < Aps. En este caso tenemos que
¢ = Anlz||? para todo = € nul(A — A\, 1) NN(Q),
¢ = Au||z]|? para todo z € nul(A — A\ I) N NL(Q),
Anllz|? < ¢ < Apsl|z]|? para todo € No(Q) : @ ¢ nul(A — A\, I) Unul(A — Ap1).

De alli se deduce que

1. Los puntos del conjunto de nivel NV.(Q) cuya distancia al origen es maxima

son aquellos que también pertenecen al autoespacio de A correspondiente al

c
Am

2. Los puntos del conjunto de nivel N.(Q) cuya distancia al origen es minima
son aquellos que también pertenecen al autoespacio de A correspondiente

al autovalor méaximo A,;. Ademds la distancia de esos puntos al origen es
C

)\M'

autovalor minimo A,,. Ademsds la distancia de esos puntos al origen es



