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1. Formas cuadráticas

1.1. Presentación.

Nomenclatura. En todo lo que sigue Simn(R) es el conjunto de todas las matrices
simétricas de Rn×n. Decir que A ∈ Simn(R) significa que A ∈ Rn×n y que AT = A.

Definición 1.1. Una forma cuadrática en Rn es una función Q : Rn → R que
admite la siguiente representación

Q(x) = xTAx,(1)

con A ∈ Simn(R).

Nota Bene. Nótese que si A ∈ Simn(R), entonces

xTAx =
[
x1 . . . xn

] a11 · · · a1n
...

...
a1n · · · ann


x1...
xn


=

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj(2)

Procedimiento. Si una forma cuadrática de Rn se presenta en la forma

Q(x) =

n∑
i=1

cix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

cijxixj(3)

y se desea representarla en la forma Q(x) = xTAx, con A ∈ Simn(R), se puede
proceder de la siguiente forma. Se definen

aii := ci = el coeficiente de x2i , para todo i ∈ {1, . . . n}
aij := 1

2cij = la mitad del coeficiente del término cruzado xixj ,

y se recurre a la simetŕıa de A para completar los coeficientes restantes. Con esas
definiciones la expresión dada en (3) adopta la forma

Q(x) =

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj = xTAx(4)

con A = (aij) ∈ Simn(R).

Catecismo matemático.

Pregunta: ¿Qué es la matriz de una forma cuadrática?

Respuesta: La matriz de una forma cuadrática Q : Rn → R es la única matriz
simétrica A ∈ Rn×n tal que Q(x) = xTAx para todo x ∈ Rn.

1.2. Conjuntos de nivel.

Dado c ∈ R el conjunto de todas las soluciones de la ecuación Q(x) = c se
denomina el conjunto de nivel c de Q y lo denotaremos mediante

Nc(Q) := {x ∈ Rn : Q(x) = c}.
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1.3. Diagonalización: ejes principales.

Cambios de variables. Sea M ∈ Rn×n una matriz inversible. Nótese que si se
realiza el cambio de variables x = My la expresión de la forma cuadrática Q(x) =
xTAx, en las nuevas variables y, adopta la forma

Q̃(y) = Q(My) = yTMTAMy.

El siguiente Teorema muestra que la naturaleza de una forma cuadrática Q(x) =
xTAx, con A ∈ Simn(R), está determinada por los autovalores de la matriz A.

Teorema 1.2 (Teorema de los ejes principales). Sea A ∈ Simn(R). Existe un
cambio de variables ortogonal x = Py que transforma la forma cuadrática Q(x) =

xTAx en una forma cuadrática de la forma Q̃(y) = yTΛy sin términos cruzados.

Demostración. El teorema espectral para matrices simétricas garantiza la existencia
de una matriz ortogonal P y una matriz diagonal Λ = diag(λ1, . . . , λn) tales que
A = PΛPT . Efectuando el cambio de variables x = Py se obtiene que

xTAx = yTPTAPy = yTΛy.

En este nuevo sistema de coordenadas la forma cuadrática considerada adopta la
forma

Q̃(y) = yTΛy =

n∑
i=1

λjy
2
j ,(5)

que, como se puede observar a simple vista, no tiene términos cruzados. �

Nota Bene. Nótese que si P =
[
u1 · · · un

]
e y ∈ Rn, la expresión (5) se puede

escribir en la forma

Q (Py) = Q

 n∑
j=1

yjuj

 =

n∑
j=1

λjy
2
j .(6)

Nomenclatura. Las columnas de la matriz P que aparece en el teorema anterior
se denominan ejes principales de la forma cuadrática Q.

Nota Bene. Nótese que el efecto de la diagonalización ortogonal de la matriz A es
producir una rotación del sistema de coordenadas canónico para que, en el nuevo
sistema de coordenadas, el gráfico del conjunto de nivel xTAx = c se vuelva evi-
dente. Por ejemplo, si todos los autovalores de A ∈ R3×3 son positivos, la expresión
(5) deja claro que el gráfico de la superficie de nivel xTAx = c, para c > 0, es un
elipsoide centrado en el origen.

1.4. Formas canónicas.

Formas canónicas. Existe una matriz inversible M ∈ Rn×n tal que el cambio de
variables x = My permite expresar a Q en la forma

Q̃(y) = yT

Ip 0 0
0 −Iq 0
0 0 0r

 y,(7)
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donde p, q y r son, respectivamente, las cantidades de autovalores positivos, nega-
tivos y nulos de A, (contados con sus multiplicidades). La representación de Q en
la forma (7) se denomina la forma canónica de Q.

Demostración. Como A ∈ Simn(R), existe una diagonalización A = PΛPT con
P ∈ Rn×n ortogonal y Λ = diag(λ1, . . . , λn) ∈ Rn×n, donde λ1 ≥ · · · ≥ λp > 0,
λp+1 ≤ · · · ≤ λp+q < 0, y λp+q+1 = · · · = λn = 0. Definiendo D ∈ Rn×n mediante

D = diag(
√
λ1, . . . ,

√
λp,
√
−λp+1, . . . ,

√
−λp+q, 1, . . . , 1),

resulta que M = PD−1 satisface lo pedido. �

1.5. Cátalogo de superficies de nivel.

Se trata de un breve recordatorio de objetos geométricos que presuponemos
conocidos.

1. Sea Q(x) la forma cuadrática en R3 definida por

Q(x) := x21 + x22 + x23.

Sus conjuntos de nivel son

Nc(Q) =

 Esfera centrada en el origen de radio
√
c si c > 0,

{0R3} si c = 0,
∅ si c < 0.

2. Sea Q(x) la forma cuadrática en R3 definida por

Q(x) := x21 + x22 − x23.

Sus conjuntos de nivel son

Nc(Q) =

 Hiperboloide de una hoja si c > 0,
Cono si c = 0,
Hiperboloide de dos hojas si c < 0.

Se trata de tres superficies de revolución alrededor del eje x3: la primera y la
tercera se obtienen rotando la hipérbola x21 − x23 = c, y la segunda rotando
la recta x1 = x3.

3. Sea Q(x) la forma cuadrática en R3 definida por

Q(x) := x21 + x22.

Sus conjuntos de nivel son

Nc(Q) =

 Cilindro circular si c > 0,
Recta x1 = x2 = 0 si c = 0,
∅ si c < 0.

4. Sea Q(x) la forma cuadrática en R3 definida por

Q(x) := x21 − x22.

Sus conjuntos de nivel son

Nc(Q) =

{
Cilindro hiperbólico si c 6= 0,
Par de planos que se cortan si c = 0.
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5. Sea Q(x) la forma cuadrática en R3 definida por

Q(x) := x21.

Sus conjuntos de nivel son

Nc(Q) =

 Par de planos paralelos si c > 0,
Par de planos coincidentes si c = 0,
∅ si c < 0.

1.6. Clasificación.

Sea Q(x) = xTAx una forma cuadrática con matriz A ∈ Simn(R). Se dice que
Q (o que su matriz simétrica A) es

(a) definida positiva si Q(x) > 0 para todo x ∈ Rn \ {0},
(b) semidefinida positiva si Q(x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn y existe x0 6= 0 tal que

Q(x0) = 0.
(c) definida negativa si Q(x) < 0 para todo x ∈ Rn \ {0},
(d) semidefinida negativa si Q(x) ≤ 0 para todo x ∈ Rn y existe x0 6= 0 tal que

Q(x0) = 0.
(d) indefinida si Q(x1) > 0 para algún x1 ∈ Rn y Q(x2) < 0 para algún x2 ∈ Rn.

Proposición 1.3. Sea Q(x) = xTAx una forma cuadrática con matriz A ∈ Simn(R).
Entonces

(a) Q es definida positiva si y solamente si σ(A) ⊂ (0,+∞).
(b) Q es semidefinida positiva si y solamente si σ(A) ⊂ [0,+∞) y 0 ∈ σ(A).
(c) Q es definida negativa si y solamente si σ(A) ⊂ (−∞, 0).
(d) Q es semidefinida negativa si y solamente si σ(A) ⊂ (+∞, 0] y 0 ∈ σ(A).
(e) Q es indefinida si y solamente si σ(A) ∩ (−∞, 0) 6= ∅ y σ(A) ∩ (0,∞) 6= ∅.

Demostración. Se realiza utilizando el teorema de los ejes principales y las defini-
ciones cada una de las propiedades de Q enunciadas en la proposición. �

Nota Bene. Nótese que por definición, vale que

1. si Q es una forma cuadrática definida positiva, entonces 0 es el único punto
de Rn en el que se realiza el mı́nimo global de Q(x);

2. si Q es una forma cuadrática definida negativa, entonces 0 es el único punto
de Rn en el que se realiza el máximo global de Q(x).

Comentario. Este tipo de resultados forman la base sobre la que se construyen los
criterios de clasificación de los puntos cŕıticos de un campo escalar f : Rn → R de
clase C2 que se estudian en Análisis Matemático II. Alĺı se muestra que si x0 ∈ Rn
es un punto cŕıtico de f , en el sentido de que ∇f(x0) = 0, usando el desarrollo de
Taylor de f centrado en x0, resulta que

f(x0 + h) = f(x0) +
1

2
hTHf (x0)h+ o(‖h‖2),

donde Hf (x0) =
(

∂2f
∂xi∂xj

(x0)
)

es la matriz Hessiana de f evaluada en x0, esa

expresión permite deducir que, por ejemplo, x0 es un mı́nimo local cuando la forma
cuadrática Q(h) = hTHf (x0)h es definida positiva.
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1.7. Imagen de los autoespacios.

Consideramos una forma cuadrática de Rn definida por Q(x) = xTAx, con A ∈
Simn(R). Queremos saber cómo actúa Q sobre los autoespacios de A

Sλ = nul(A− λI), λ ∈ σ(A).

Si µ(λ) = dim(Sλ) es la multiplicidad de λ, consideramos una diagonalización
ortogonal de A de la forma A = PΛPT , con

P =
[
u1 · · · un

]
∈ Rn×n y Λ = diag(λ1, . . . , λn),

donde los primeros µ(λ) elementos de la diagonal coinciden con λ y las primeras
µ(λ) columnas de P son una base ortonormal de Sλ.

Decir que x ∈ Sλ y escribir que x = Py significa que x =
µ(λ)∑
j=1

yjuj , y entonces

Q(x) = Q(Py) =

µ(λ)∑
i=1

λy2j = λ

µ(λ)∑
j=1

y2j = λ‖y‖2 = λ‖x‖2.

Esto es aśı porque ‖y‖ = ‖Py‖ = ‖x‖ y además yj = 0 para todo j > µ(λ).

Lema 1.4. Sea Q(x) = xTAx, con A ∈ Simn(R), una forma cuadrática en Rn. Sea
σ(A) el espectro de A y para cada λ ∈ σ(A) sea Sλ = nul(A − λI) el autoespacio
correspondiente al autovalor λ de A. Vale que

Q(x) = λ‖x‖2 para todo x ∈ Sλ.

El resultado anterior nos permite caracterizar geométricamente la acción de Q
sobre Rn. Como

Rn =
⊕

λ∈σ(A)

Sλ, con Sλ ⊥ Sλ′ para cada λ 6= λ′,

todo x ∈ Rn se descompone univocamente en la forma

x =
∑

λ∈σ(A)

xλ, con xλ ∈ Sλ, para cada λ ∈ σ(A)

Utilizando (6) tenemos que

Q(x) =
∑

λ∈σ(A)

λ‖xλ‖2.(8)

En palabras, la imagen de x por Q se obtiene superponiendo los cuadrados de las
longitudes de las componentes de x sobre cada uno de los autoespacios de la matriz
de Q, cada uno multiplicado por su respectivo autovalor.

1.8. Distancias al origen.

El resultado anterior permite analizar la distancia al origen de los puntos del
conjunto de nivel Nc(Q). En primer lugar,

Q(x) = λm‖x‖2 para todo x ∈ nul(A− λmI),

Q(x) = λM‖x‖2 para todo x ∈ nul(A− λMI),
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donde λm = mı́nσ(A) y λM = máxσ(A). Si xλ 6= 0 para algún λ /∈ {λm, λM}, la
mutua ortogonalidad de los autoespecios de A y el Teorema de Pitágoras permiten
deducir que

λm‖x‖2 < Q(x) < λM‖x‖2 para todo x /∈ nul(A− λmI) ∪ nul(A− λMI).

Forma definida positiva. En lo que sigue examinaremos el caso en que la forma
cuadrática es definida positiva. Los otros casos se analizan de la misma manera y
quedan a cargo del lector.

Decir que Q(x) = xTAx es definida positiva significa que Q(x) > 0 para todo
x ∈ Rn \ {0}, esto equivale a decir que todos los autovalores de A son positivos.
Esto tiene las siguientes consecuencias, por un lado los conjuntos de nivel Nc(Q) se
comportan de la siguiente manera

Nc(Q) =

 Elipsoide centrado en el origen si c > 0,
{0Rn} si c = 0,
∅ si c < 0.

Por otro lado, 0 < λm ≤ λM . Los casos no triviales se producen cuando c > 0. En
el caso en que λm = λM , el elipsoide resultante coincide con la esfera centrada en el

origen cuyo radio es
√

c
λm

y todos sus puntos están a la misma distancia del origen.

Queda por analizar qué pasa cuando c > 0 y λm < λM . En este caso tenemos que

c = λm‖x‖2 para todo x ∈ nul(A− λmI) ∩Nc(Q),

c = λM‖x‖2 para todo x ∈ nul(A− λMI) ∩Nc(Q),

λm‖x‖2 < c < λM‖x‖2 para todo x ∈ Nc(Q) : x /∈ nul(A− λmI) ∪ nul(A− λMI).

De alĺı se deduce que

1. Los puntos del conjunto de nivel Nc(Q) cuya distancia al origen es máxima
son aquellos que también pertenecen al autoespacio de A correspondiente al

autovalor mı́nimo λm. Además la distancia de esos puntos al origen es
√

c
λm

.

2. Los puntos del conjunto de nivel Nc(Q) cuya distancia al origen es mı́nima
son aquellos que también pertenecen al autoespacio de A correspondiente
al autovalor máximo λM . Además la distancia de esos puntos al origen es√

c
λM

.


