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FEl inico héroe vdlido es el héroe “en grupo”,
nunca el héroe individual, el héroe solo.
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1. EXTREMOS SOBRE LA ESFERA UNITARIA

1.1. Imagen de la esfera unitaria.

Sea @ : R™ — R una forma cuadrética sobre R™. Los valores de @ sobre R™\ {0}
estan univocamente determinados por sus valores sobre la esfera unitaria de R"™,

Sp—1={x eR": |z|| =1}.
Esto es asi porque todo vector = # 0 se puede representar en la forma
r = |lz|2,

donde & = ”Tlﬂw es el vector unitario que tiene la misma direccién y sentido del
vector x, y entonces

Q(z) = Q(ll=l|2) = |l[I*Q(z).

1.2. Teorema de Rayleigh: extremos sobre la esfera unitaria.

Como las formas cuadraticas en R™ son funciones continuas y la esfera unitaria
es un conjunto compacto de R", las mismas deben alcanzar sus valores maximo y
minimo sobre la mencionada esfera.

El siguiente resultado, conocido bajo el nombre de Teorema de Rayleigh, nos
informa cuales son los valores méaximo y minimo de una forma cuadratica restringida
a la esfera unitaria y los vectores que los realizan.

Teorema 1.1 (Teorema de Rayleigh). Sea @ : R™ — R una forma cuadrdtica de
la forma Q(x) = 2T Az, con A € Sim,,(R). Sea o(A) el espectro de A y para cada
A€ 0(A) sea Sy = nul(A — XI) el autoespacio correspondiente a A. Vale que:

max Q(z) = Ay y argmax@Q(z) = S,—1 NSy,

[l][=1 llzll=1
min Q@) =An y argmin@(r) = 5,1 Ny,
zl=1 llz|l=1

donde Ay = méxo(A) y Ay, = mino(A4).

Demostracion. Descomponiendo cada x € R™ en sus componentes respecto de los
autoespacios de la matriz A, tenemos z = Z/\EU(A) xy, donde zx = PFs, (z) para
cada A € o(A). Como z) L x) para A # N, el Teorema de Pitdgoras implica que

(1) 2l = > llaal?,

A€o (A)

y como

(2) Qz)= Y Alaal?,
A€o (A)

resulta

(3) Azl < Q(x) < Anlla]|?.

En particular, para todo z € S,,_1 vale que

(4) Am < Q(z) < Ay



Ademds, para x € S,_1 NSy, tenemos que Q(x) = A\, v para € S,—1 N Sy,
tenemos que Q(x) = Aps. Por lo tanto,
max Q(z) = Ay y  min Q@) = A,

llzll=1 llzll=1

Spn—1NSy,, CargmaxQ(x) y Sp—1 NSy, CargminQ(z).
lzll=1 llzll=1
Siz € S,_1y x tiene alguna componente no nula en algtin autoespacio distinto de
Say s la identidad (2) implica que Q(z) < Aps. Del mismo modo, si z tiene alguna
componente no nula en algin autoespacio distinto de Sy, , lo que ocurre es que
Q(z) > Ap,. Por lo tanto,

Spn—1NSy,, =argmaxQ(x) y Sp—1NS,, = argminQ(z).
llzll=1 llzll=1

Lo que completa la demostracion. ([l

Nota técnica. Técnica para describir la interseccion entre un subespacio S de
R™ y la esfera de radio p > 0 centrada en el origen: S(p) = {x € R™: ||z|| = p}.
Se construye una base ortonormal de S, U = {uq,...,un}. Los vectores de S se
expresan como combinaciones lineales de los vectores de la base U, x = Z;"Zl &
Utilizando el Teorema de Pitdgoras se obtiene que [lz[|* = Y77, £7. Decir que
|z]| = p es lo mismo que decir que ||z]|> = p?. Por lo tanto,

S(p)NS =3 Gu;: Y & =p’
j=1 j=1

2. EXTREMOS SOBRE ELIPSOIDES

Queremos resolver el problema de méximos y minimos de una forma cuadratica
Q(z) = 2T Az, con A € Sim,(R), sujetos a una restriccién de la forma R(z) = p?,
donde R(z) = 7Bz, con B € Sim,(R) una matriz definida positiva y p > 0.
En otras palabras, se trata de hallar los valores maximo y minimo de la forma
cuadrética @Q restringida al elipsoide N2 (R) = {z € R" : R(x) = p?} y los vectores
del elipsoide que los realizan.

En lo que sigue mostraremos que este problema se puede reducir al problema de
méaximos y minimos de una forma cuadratica restringida a la esfera de radio p.

Paso 1. Transformar el elipsoide N2(R) = {x € R" : R(z) = p*} en una esfera
de radio p. Esto se consigue mediante un cambio de variables de la forma z = My
que se construye de la siguiente manera:

1. Representar la forma cuadritica definida positiva, R, en la forma R(z) =
2T Bz, con B € Sim, (R).
2. Diagonalizar ortogonalmente la matriz B, B = PAPT, donde P es una ma-

triz ortogonal y A = diag(A1,...,\,) es una matriz diagonal con elementos
positivos en la diagonal.
3. Definir

(5) M =PA~'2PT,



donde A~1/2 = diag (\/%, ey Jii)

Noétese que M es una matriz simétrica e inversible tal que M BM = I. Por cons-
truccién, el cambio de variables x = My permite expresar a la forma cuadrética
R(z) = 27 Bx en su forma canénica R(y) = R(My) = |jy|*.

Paso 2. Cambio de variables. El efecto que tiene el cambio de variables z = My
sobre la forma cuadratica Q(x) = ¥ Az, con A € Sim,,(R), es el siguiente:

Qy) = Q (My) =y Ay,
donde A = MAM.

Extremos. El Teorema de Rayleigh nos informa que

1. méx Q(y) = Ayp? y argmax Q(y) = S(p) Nnul(A — X\ 1),

lylli=p lyll=p
2. min Q(y) = Amp? y argmin Q(y) = S(p) Nnul(A — A, 1),
lyll=p lyl=p

donde Ay = méxo(A), A, =mino(A) y S(p) = {y e R" : ||ly| = p}.

Cdlculo. En la préctica, se requerird que calculemos el espectro de A, lo que nos
conducird al problema de hallar las raices del polinomio caracteristico de la matriz

A

x(z) = det(A — zI).

Factorizando los términos involucrados y utilizando las propiedades del determi-
nante podemos ver que

x(z) = det(A — 21)
=det (MAM — xMBM)
=det (M (A—2xB)M)
= det (M) det (A — xB) det (M)
=det (B ') det (B(B~'A — 1))
= det (B™") det(B) det (B~'A — aI))
=det(B™'A —I).
De aqui se deduce que
o(A) = o(B71A).

Que pone el asunto en funcion de los datos originales del problema, que son las
matrices A y B.

Quedaria por resolver el asunto de los autoespacios de A que son los que informan
donde se realizan los extremos de Q(y) sujetos a la restriccion ||y|| = p.

Veamos las cosas mas de cerca. Decir que y € nul(fl — M) significa que Ay = \y.
Recordando que x = My tenemos que

MAMy =AM "My < MAz = M "'z < M?Az = \z < B 'Az = \z.



2.1. Teorema de Rayleigh: extremos sobre elipsoides.
Resumiendo, hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.1 (Versién general del Teorema de Rayleigh). Sea Q(z) = 27 Az, con
A € Sim,(R), una forma cuadrdtica cualquiera y sea R(x) = z' Bz, con B €
Sim,, (R), una forma cuadrdtica definida postiva. Vale que:

mix Q(z) = Ayp® y argmaxQ(z) = N,2(R) Nnul(B~'A — A1),

R(z)=p? R(z)=p?
min _Q(z) = Amp® y argmin Q(z) = N,2(R) Nnul(B~'A — A\, 1),
R(z)=p? R(xz)=p?

donde Ay = méxo(B7'A), Ay, = mino(B~A) yN,2(R) = {z € R" : R(z) = p*}.



